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“不是我不明白，这世界变化快。”

这是崔健的歌词里面的两句。这种感叹不幸就发生在我热力学统计物理的讲稿上。从

上世纪开始，我开始准备原物理系热力学统计物理课程的讲稿，前后横跨世纪。想当年曹

雪芹先生披阅十栽、增删五次已被传为佳话，我虽没有十载，但增删绝对大于五次。所

以，还是投入了不少劳动。新世纪，新形象。2003年起，北大物理学院决定对原先的课
程体系做比较大的改动。于是，我原先的热力学统计物理讲稿也必须重新安排，以便能扣

上“与时俱进”的大帽子。于是，以我原先的《热力学与统计物理》课程的讲义草稿为蓝

本，炮制了目前这个所谓《平衡态统计物理》的讲义。

这个讲义最为主要的调整是基本略去
◦ ◦ ◦ ◦

了传统的热力学部分，因为这些内容往往在普

通物理热学中都有所涉及。另外，本课程中 完全略去
◦ ◦ ◦ ◦

了非平衡态统计的部分。所有上述

略去的内容，希望可以有相应的选修课（例如：热力学、非平衡态统计物理）来弥补。本

课程主要讲述平衡态统计，同时将相应的热力学内容融会在其中，但是课程的主要手法是

统计物理的方法。本讲义的第一章对于热力学有一个浓缩的总结，对于热力学方法特别有

兴趣的同学建议参考其他专门的热力学书籍以扩充这些讨论。在课程的实际讲授的过程

中，教师也可以适当进行调整。

本课程讲义的另外一个比较重大的改动是关于近独立子系统计的内容。在汪志诚先

生的书中，这部分内容实际上是统计物理课程的开始，同时也是主体内容。我们现在改

成从普遍的系综理论开始讲述，近独立子系的统计方法只是作为系综理论的一个特例

来加以介绍。这种讲法是一个尝试，实际上以前也曾经尝试过。不过由于种种原因后来

又放弃了。这次我们再进行一次尝试。希望能够成功。另外，增加的内容主要包括：液

体的统计理论的介绍性讨论，这在以前的统计物理课程中往往一点也不涉及。考虑到软

凝聚态物理的发展，我觉得适当增加一些基础的介绍是必要的；稀薄等离子体的平均场

（ Debye-Hückle）理论的介绍，因为等离子体和溶液都是其他物理分支或化学中经常遇到
的体系。另外，最为主要的增加内容是关于自旋模型及其相变的统计理论（主要是平均场

近似下的理论）。关于临界现象的统计理论是近代统计物理的重要组成部分，因此我认为

有必要提前介绍。通过这些增加的内容，我试图加深同学们一个印象，那就是系综理论是

统计物理的普遍理论，它可以用来处理各种各样的统计系统，特别是有相互作用的系统。

这也是我选择从普遍的系综理论开始讲述统计物理的主要初衷。

在每一章的后面，我加入了一些习题。这些习题可以大致分为两类。一类是与课程中

的内容的紧密联系；另一类则可能是课程中内容的推广或正文中没有讲述而又比较有意
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义的问题。第一类的习题的难度适中，虽然不能完全说“容易”，但决不会难到无法完成

的地步。我特别强调，第二类的习题中的一部分可能是相当难的，有些甚至不是简单地推

导就可以得到结论的。比如，有些习题需要参考其他一些书籍或文献，有些甚至需要进行

相当的数值计算。这一类的习题仅仅是作为例子，供有兴趣的同学在课外进行一些尝试。

我一般并不要求所有同学都完成所有的习题。

原先《热力学统计物理》讲义中关于热力学和统计物理的简单历史已经重写并加以保

留。这些内容可以使同学们了解这门学科的产生、发展的过程，从这些重要的历史发展中

可以看到科学内在的一些规律。这一点其实很有必要，特别是考虑到现在的教科书或讲义

（包括本讲义）都不可能按照原先历史的顺序来讲述。

本课程的先修课程是普物热学的 A类课程，我们假设大家已经熟悉热力学的基本方
法以及近独立子系中Maxwell-Boltzmann统计的基本内容，不管这些内容是通过课程或是
自己学习到的。我们并不假设同学先修过量子力学课程，但是基本的量子的观念（例如：

粒子的波粒二象性、物理量的量子化或者说分立性、自旋的概念等等）是重要的。同样重

要的是分析力学中的一些基本概念（例如：广义坐标、广义动量、正则方程等等），这在

引入系综时是十分有帮助的，但并不是必不可少的。

这个讲义可以供本课程的同学、教师免费下载。作者本人（也就是刘川！）对于讲义

中的所有内容保有版权。未经作者本人许可，不允许将本讲义的全部或部分翻印后以任何

方式销售
◦ ◦

给任何人；原则上也不允许将其外传给非本课程的学生和教师；不允许将本讲

义的部分或全部放在网络上。一经发现，我保留诉诸法律的权利。

显然，本讲义是一个草稿。其中不乏各种错误，有些错误已经在课程的授课过程中改

正了，但还有一些没有改正，欢迎大家指正。另外，讲义中的别字更是数不胜数（感谢计

算机，它不会写错字）。对于优美的祖国语言的这种摧残，我本人深表歉意，力争在下次

修改时尽量更正。所以，这个讲义的版本在不断地更新中，我无法在每次更改时都通知读

者，对此我深表歉意。

本文利用中文 LATEX进行排版，讲义的源文件恕不予公布。短期内，作者还没有将本
讲义正式出版的企图，主要是因为这个讲义还十分的简略，而且漏洞百出。考虑到正式出

版会浪费大量宝贵的纸张和消费者的金钱，破坏森林，污染环境，得不偿失。所以，我觉

得还是选择更为环保的方式，让它在虚拟时空中流通吧。希望这种虚伪的谦虚也能够使我

进步，在听取广泛意见的基础上不断改善，希望这个讲义能够对于读者有所帮助，这就足

以告慰我四只眼睛瞪着屏幕不知疲倦地码字所付出的劳动了。

在最后一段，一般总要对一些人表示致谢。如果读者觉得有些肉麻，请在您的眼睛瞟

见我要致谢谁之前，赶快翻过这一页吧。我想我首先要感谢我在北大理论物理所的所有同

人，特别是林宗涵先生。他在课程的安排及讲授方面对我的影响是深刻的、多方面的。我

要感谢我们理论物理所的马中水教授，他同时也是本课程的主讲人之一。结合他的授课，

他提出了许多对于本讲义的宝贵修改意见，使我受益非浅。同时，他通过 email给我的有
趣的图片，使我能够在每一天都保持一个较好的心情。我还要感谢每一届选平衡态统计课

程的同学，他们仔细的阅读了这个讲义并且提出了很多的修改意见。在我的家人方面，我
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首先要感谢我的妻子韦丹，她对我的支持一直是我内心最大的感动。同时，也应该感谢我

的儿子，感谢他在我打字时没有经常地切断我计算机的电源，从而使这份讲义得以保存下

来。

刘川，二零零四年六月

¶ 2005年暑假，根据以往授课的体会以及同事们、同学们的建议对讲义进行了一些文
字上的修改。从整体的结构来说，基本上没有大的改动，只是添加了少量内容（此版本号

为：2.2）。对于各位同仁（特别是马中水教授）的建设性意见以及同学们提出的建议，在
此我一并致谢。

刘川，二零零五年八月

¶ 2006年暑假，为了响应党中央关于建设节约型社会的号召，保护宝贵的森林资源，
在这一版本（此版本号为：2.3）中加上了 hyperref package。它使得所有的交叉引用可以
链接起来。这样一来，在电脑上阅读本讲义将更为方便（特别推荐使用 Acrobat Reader并
打开其书签功能）。因此，我诚恳地希望大家不要将这个讲义打印出来（没有电脑的同学

除外，可是，没有电脑你又怎么打印呢？？）。另外，根据以往教学中的发现，纠正了一些

打错的公式。

刘川，二零零六年八月

¶根据教学中的发现和同学们的提醒，纠正了一些打错的公式（此版本号为：2.31）。
特别要感谢物理学院 05级的王朋博同学，他发来了原讲义中的一系列打印错误。

刘川，二零零七年一月

¶时隔七年年后又一次更改平衡态统计物理的讲义。添加了新的一小节（第 17.3小
节），讨论强简并电子气的磁性质。借更新的 LATEX的版本之机，用 X ELATEX重排本讲义
并更正了一些错漏之处。目前版本号为 2.32。

刘川，二零一四年一月

¶感谢物理学院 12级的郑鸣同学指出讲义中的一些错误与疏漏之处，我按照我的理
解进行了修订。另外，第五章中进行了比较多的修订：第 28节中加入了一维 Ising模型的
严格解的讨论；第 29节中加入了有关 Goldstone模式、Mermin-Wagner定理等的讨论。目
前版本号为 2.33。
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刘川，二零一四年七月
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第一章 热力学基本规律回顾

章

• 热力学基本概念（ 1）和功

• 热力学第一、第二定律（ 2）

• 热力学势和响应函数（ 3）

• 热力学体系的平衡和稳定条件（ 4.1）

• 相变的热力学（ 4.2）

• 多元系的热力学（ 5）

1 热力学体系及平衡态的描写

热
力学体系（或简称为体系

• •
或系统

• •
）是指一个宏观的系统，它一般由大量的微

观粒子组成。在没有外界影响的条件下，若体系的各部分的宏观性质在长时间

内不发生变化，我们称体系处于平衡态
• • •

。热力学系统的平衡态一般可以用一些宏观（经

典）的变数来加以描述，这些变数一般包括：几何变数
◦ ◦ ◦ ◦

（长度、面积、体积、形变等），

力学变数
◦ ◦ ◦ ◦

（力、压强、胁强等），电磁变数
◦ ◦ ◦ ◦

（电场强度、电极化强度、磁场强度、磁化

强度等），化学变数
◦ ◦ ◦ ◦

（各个组元的浓度、各个相的物质的摩尔数、化学势等）等。这些

变数统称为热力学体系的态变量
• • •

（ state variables）。描述一个热力学体系的所有态变量

组成的参数空间称为该热力学体系的状态空间
• • • •

，或简称态空间
◦ ◦ ◦

。态空间中的任意一个

1



平衡态统计物理

点都对应于该热力学体系的一个平衡态。

热力学体系中物理性质均匀的一个宏观的部分称为一个 相
•
。热力学系统可以按照

相的多少分为单相系
• • •

，即仅有一个相的系统（例如液态的水）和复相系
• • •

，即具有多于

一个相的系统（例如冰水混合物）。还可以按照化学组元的个数来分，分为单元系
• • •

，即

仅含有一种化学组元的系统（例如化学纯的水）和多元系
• • •

，即具有多个化学组元的系统

（例如盐水、空气等）。1

¶热力学体系处于平衡态需要满足一些所谓平衡条件
• • • •

。这些条件一般包括：热平衡

条件，力学平衡条件，相平衡条件，化学平衡条件等等。热平衡条件确定了温度
• •

这一物

理量的存在。这个事实在公理化热力学中被神圣化，2称为热力学
• • •

第零定律
• • • •

。热平衡的

这种可传递性
◦ ◦ ◦ ◦

说明处在热平衡的体系具有某种共同的物理量，这一点直观上是很容易理

解的。从这一事实出发，Carathéodory首先严格地证明了：相互处于热平衡的体系具有一
个共同的物理量，并定义这个共同的物理量为体系的温度

• •
，每一个体系的温度是该体系

其他态变量的函数，也就是说：温度 θ，以及体系的其他态变量 x1, x2, · · ·xn 满足一个函
数关系：[2]

F (θ, x1, x2, · · · , xn) = 0 . (1.1)

这个关系被称为该热力学体系的状态方程
• • • •

，或物态方程
• • • •

。我们所熟知的理想气体的状

态方程，范德瓦耳斯（Van der Waals）气体状态方程，铁磁体的居里－外斯（ Curie-Weiss
）定律等等，都是热力学体系状态方程的具体例子。

热力学体系的态变量的函数称为态函数
• • •

。按照定义，一个态函数只依赖于系统所处

的状态而不依赖于系统如何到达该状态的过程。3 所以热力学第零定律实际上是从宏观上

说明了温度
◦ ◦

这一态函数（或者说，状态方程）的存在。从微观上讲，我们知道温度实际

上是构成热力学体系的微观粒子的热运动剧烈程度的体现。

¶ 过程
◦ ◦

是状态随时间的改变。如果一个过程进行的无限缓慢，以至于在过程的每一

时刻，系统都处于平衡态，这样的一个过程称为准静态过程
• • • • •

（ Quasi-static process）。准

静态过程在热力学的讨论中起着非常重要的作用，它既可以是某个具体过程的近似，也可

1如果在 有
◦
外界影响下系统的性质长时间不发生改变，我们称这样的状态为一个稳衡态

◦ ◦ ◦
。例

如：在恒定外电场下有电流通过的导体，这时导体的宏观性质也长时间不变，但是这只是一个稳

衡态，不是一个平衡态。
2这个称呼首先是 Fowler提出的。其实热力学第零定律的提出远远晚于热力学第一和第二定律。
3一个态函数也可以被取为态变量，这主要看以哪些态变量为独立变量。例如在体系状态方程

中，可以把温度表达成其它态变量的函数，也可以把压强表达成温度和其他态变量的函数。

2
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以是为了讨论上的方便所引用的一种工具。这主要是由于在准静态过程中系统始终处于

平衡态，因此一个准静态过程可以用热力学系统状态空间中的一条曲线来描写。4

准静态过程的一个特性是：在一个无穷小的准静态过程中，外界对系统
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

所做的微功

d-W 可以用系统的态变量及其微分来表达。我们用了符号 d-而不是 d来表示一个无穷小

的准静态过程中的微功是要强调这个物理量与该无穷小的准静态过程有关。它不是一个

与过程无关的微分量。例如，理想气体在一个无穷小的等温过程和一个无穷小的等压过程

中的微功就不相同。与过程无关的微分量一定是系统的某个态函数的微分，我们将用符号

d来表示，例如系统体积的变化 dV 仅仅依赖于系统初始和终止状态之间的体积的差，而

与系统经历何种过程完成这一变化无关。在热力学中，我们可以将系统在无穷小准静态过

程中的微功表达式写成：

d-W =

r∑
i=1

Yidyi , (1.2)

其中 yi 称为该系统的（热力学） 广义坐标
• • • •

而 Yi 称为相应的（或者说与 yi 共轭的）

广义力
• • •

。

2 热力学基本定律

热力学第一定律
• • • • • • •

是能量守恒定律在热力学中的具体体现。热力学第一定律实际上

确定了系统的一个态函数－内能
• •

－的存在。热量则是由内能的变化及功的差决定的。

1 在热力学体系经历的任何一个无限小过程中，

dU = d-Q+ d-W , (1.3)

上面表述中 d-W 为无限小过程中外界对体系
• • • • •

所做的功，d-Q 为过程中体系从外

界吸收
• •

的热量，dU 为体系内能的变化。当该过程是准静态过程时，d-W 可以用公

式 (1.2)计算。

¶卡诺（ Carnot）循环由一个可逆热机工作于两个恒温热源之间的两个等温和两个绝
热过程组成，参见示意图 1.1(a)。在 PV 曲线上，一个卡诺循环如图 1.1（b）所示。经过
简单的计算（参见一般普通物理热学教科书）就可以证明，以理想气体为工作物质的卡诺

热机的效率
• •

由下式给出：

η ≡ W

Q1
= 1− T2

T1
. (1.4)

4例如，理想气体的等温过程、等容过程、绝热过程等等就可以用 PV 图中的曲线来描写。

刘川
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图 1.1: （a）一个 Carnot热机的示意图，它工作于两个恒温热源之间；（b）卡诺循环在 PV 图上

的表示，它由两条等温线和两条绝热线围成。

这个公式说明循环的效率只依赖于高温热源和低温热源的温度（这里取了理想气体温

标）。这个结论实际上是更为一般的卡诺定理的特例，在下一节中，利用热力学第二定律，

我们将证明该效率与工作物质也无关。历史上最先独立提出热力学第二定律的是德国物

理学家克劳修斯（ Rudolph Clausius）和英国物理学家开尔文（ Lord Kelvin，即William
Thomson）。热力学第二定律实际上确定了体系的一个新的态函数－熵。

2

• Clausius表述： 引

• Kelvin表述： 一 第二

¶可以证明，上述关于热力学第二定律的两种表述在逻辑上是完全等价的。承认了热
力学第二定律，就可以来证明著名的卡诺定理

• • • •
：

4
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1.1 (Carnot,1824) 所有工作于两个恒温热源之间的热机，以可逆热机的效率为最大，
并且所有可逆热机的效率相等，且只与两个恒温热源的温度有关，与工作物质无关。

要证明这个定理，我们设想有高温热源 θ1和低温热源 θ2。我们取两个卡诺热机 A和

B，其中 A是可逆
◦ ◦

卡诺热机。这两个热机分别从高温热源吸热 Q1A 和 Q1B 而在低温热

源放热 Q2A和 Q2B。它们的效率分别为：

ηA =
WA

Q1A
= 1− Q2A

Q1A
, ηB =

WB

Q1B
= 1− Q2B

Q1B
. (1.5)

我们现在要证明 ηA ≥ ηB。

假定卡诺定理不对，即 ηA < ηB，为了方便起见，我们假设 Q1A = Q1B。
5由此可知

WB > WA。于是我们可以利用热机 B 输出的功来推动热机 A来进行逆向循环。由于

热机 A是可逆热机，它逆向循环必定从低温热源吸收热量 Q2A 而在高温热源放出热量

Q1A = Q1B。同时，由于WB > WA，所以热机 B 除了推动热机 A逆向循环以外，还可

以净向外界输出功WB −WA > 0。于是，两个热机联合作用的结果是，我们实现了从单

一热源 θ2 吸收热量并把它完全变成有用功，同时没有带来其它变化，这与热力学第二定

律的开尔文表述矛盾。因此，必定有 ηA ≥ ηB。显然如果热机 B 也是可逆的，我们可以

类似地证明 ηB ≥ ηA。所以，所有可逆热机的效率必定相等，它只与两个热源的温度有

关，与工作物质无关。这就证明了卡诺定理。

¶利用卡诺定理，可以定义所谓的绝对热力学温标
• • • • • • •

，在绝对热力学温标中的温度称

为绝对热力学温度
• • • • • • •

，或简称绝对温度
• • • •

，一般用 T 来表示。假定一个可逆热机工作于绝

对热力学温度为 T1和 T2两个热源之间，卡诺定理可改写成：

η = 1− T2

T1
, (1.6)

把卡诺定理的结论与上节的理想气体的卡诺循环的结论进行比较，我们发现绝对热力学

温标与理想气体温标是完全一致的。

¶现在我们将卡诺定理的结果推广到系统所经历的任意一个循环过程，便可以推导出
著名的克劳修斯

• • • •
（ Clausius）不等式

• • •
。

1.2 (Clausius,1854) 在任意循环过程中，∮
d-Q
T

≤ 0 , (1.7)

其中等号仅对可逆循环过程成立。

5这并不影响普遍性。如果在一个循环中两个热机从高温热源的吸热不相等，我们总可以调整两

个热机做循环次数的比例使得在某一定次循环后，两者从高温热源吸收的热量相等

刘川
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¶当过程是可逆的时候，克劳修斯不等式告诉我们 d-Q/T 在两个态之间的积分与积分

的路径（过程）无关，这说明可以定义一个态函数熵
•
（ Entropie）：

S − S0 =

∫ (P )

(P0)

dU − d-W
T

. (1.8)

其微分表达是：

TdS = d-Q = dU − d-W . (1.9)

注意，虽然熵是通过一个可逆过程中 d-Q/T 的积分定义的，但是它是态函数，与过程无

关。6 从数学意义上讲，态函数熵的存在性说明：虽然 dU − d-W 并不是一个全微分，但
是乘上一个 积分因子

• • • •
后就变成了全微分，这个积分因子就是 1/T，而相应的全微分就定

义了态函数熵。

¶ 根据前面克劳修斯不等式的讨论，我们可以得到一个非常著名的原理
–熵增加原理

• • • • •
：

1.3 当体系由一个平衡态经绝热过程到达另一个平衡态时，体系的熵永不减少。如

果过程是可逆的，它的熵不变；如果过程是不可逆的，它的熵增加。

¶考虑热力学体系所经历的一个微小的可逆准静态过程，7 热力学第一定律和热力学

第二定律结合可以写成：

dU = TdS + d-W = TdS +
r∑

i=1

Yidyi , (1.10)

其中 dU 是体系内能的微分改变，T 为体系的绝对温度，dS 为体系的熵的微分改变，d-W
为外界对体系所做的功。在准静态过程中，这个功可以用体系的态变量（广义力和广义

位移）表示。这就是热力学中最核心、最重要的方程，它被称为热力学
• • •

基本微分方程
• • • • • •

，

它是平衡态热力学的基础。

¶下面我们对于熵的定义和热力学基本微分方程给出几点评论。

• 我们虽然是借助克劳修斯不等式中的等号情形，也就是对应于可逆过程的情形，定
义了态函数熵。但是，千万不要忘记熵是一个态函数

◦ ◦ ◦
。一旦系统的初态和末态给

定，那么系统在两个状态间的熵的差也就完全给定了。这个熵差并不依赖于
◦ ◦ ◦ ◦

系统

如何从初态变化到末态。具体到一个无穷小的过程，我们有：

dS ≥ d-Q
T

.

6事实上，也可以通过其他的方法定义熵。有兴趣的同学可以参考王竹溪先生书中的相关讨

论 [2]。
7在本课程中，我们将只讨论可逆过程。因此，以后提到的准静态过程都是指的可逆的准静态过

程。

6
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其中等号对应于可逆过程，大于号对应于不可逆过程。但是，在初态末态（只要都

是平衡态）给定的情形下，dS 是固定的，不管这个无穷小过程是可逆还是不可逆。

因此，上面这个式子的正确理解应当是：可逆过程中的 (d-Q)r.p. = TdS，而不可逆

过程中的 (d-Q)i.p. < (d-Q)r.p. = TdS。也就是说，无论是可逆过程还是不可逆过程，

它们的 dS 是相同的，是不依赖于过程的量。真正依赖于过程的量是 d-Q，不可逆过
程中的 d-Q要小。

• 按照热力学第一定律，无论是可逆还是不可逆过程，我们都有：d-Q = dU−d-W。由
于 dU 也是完全微分，也是不依赖于过程的量。因此，真正依赖于过程的量也可以

等价地认为是 d-W。因此，(d-Q)i.p. < (d-Q)r.p.也可以表述为：(d-W )i.p. > (d-W )r.p.。

• 我们前面讨论元功的时候曾经提到过，原则上只有在无穷小的准静态过程（因而是
可逆过程）中的元功可以用系统的状态参量及其微分的形式给出。一个一般的不

可逆过程中的元功原则上是无法计算的，因为在过程中系统可能根本不处于平衡

态，因此也就无法用系统的态参量描写。以一个简单的 PV T 系统为例，我们有：

(d-W )r.p. = −pdV，和 (d-W )i.p. > −pdV。8

• 综合以上的讨论，对于一个 PV T 系统的无穷小过程，只要它的初态和终态都是平

衡态，我们就一定有：

dU = TdS − pdV , (1.11)

如果过程是一个准静态（可逆）过程，p就是系统的压强，如果不是，那么 p应当

理解为一个“假想的”准静态过程中的压强。这就是一个 PV T 系统的热力学基

本微分方程，它结合了热力学第一和第二定律。如前所述，由于不可逆过程中的

功一般不能用 −pdV 来表达，因此，对于一个无穷小的不可逆过程，我们不能写：

dU ≤ TdS − pdV；而应该写为：dU ≤ TdS + d-W。这一点在不少教材中都表述得
不够清楚。

3 热力学势、麦克斯韦关系和响应函数

如果我们讨论由两个
◦ ◦

独立参数描写的简单 PV T 系统。这时热力学基本微分方程为：

dU = TdS − pdV . (1.12)

8当然，这个时候的功可以写成 (d-W )i.p. = −pextdV 其中 pext 表示外界施加的压强。但是如果系

统甚至都可能不处于平衡态，压强 pext 与流体的其他状态参量可以没有任何关系。因此，从计算

系统热力学性质的角度讲，这个表达式并没有什么太大的意义。

刘川
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这个方程可以看成是内能以熵和体积为独立变数（ (S, V )）时的标准微分表达式。因为

内能是态函数，所以 dU 是一个全微分。这意味着，(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

. (1.13)

这种类型的关系称为麦克斯韦
• • • •

（ Maxwell）关系
• •
，或简称麦氏关系

• • • •
。它体现了态函

数的全微分应满足的性质。

¶ 有时有必要把热力学基本微分方程用其他独立参数表达。这可以方便地利用
勒让德变换
• • • • •

（ Legendre）来实现。9比如说，如果想用 (S, p)做独立变数，我们有：

d(U + pV ) ≡ dH = TdS + V dp , H = U + pV , (1.14)

其中 H = U + pV 称为体系的焓
◦
。类似地，我们还可以利用勒让德变换，将热力学基本

微分方程换成以 (T, V )或 (T, p)为独立变数的微分方程：

d(U − TS) ≡ dF = −SdT − pdV , F ≡ U − TS , (1.15)

d(U + pV − TS) ≡ dG = −SdT + V dP , G ≡ U − TS + pV . (1.16)

这里我们引入了另外两个态函数，即体系的（亥姆霍兹）自由能
• • •

（ Helmholtz free energy

） F = U − TS 和体系的吉布斯函数
• • • • •

（ Gibbs free energy） G = U + pV − TS。这些

热力学函数被统称为热力学势
• • • •

。由于这些热力学势全都是态函数，我们可以得到一组

Maxwell关系： (
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

, (1.17)(
∂p

∂T

)
V

=

(
∂S

∂V

)
T

, (1.18)(
∂V

∂T

)
p

= −
(
∂S

∂p

)
T

. (1.19)

Maxwell关系的重要意义在于，它能够把一些不容易测量的偏微商与一些可以直接测量的
偏微商（与物态方程和热容量联系着的偏微商）联系起来。

9熟悉分析力学的读者应当记得：当我们从一个力学体系的拉各朗日量变换到哈密顿量时，采用

的就是勒让德变换。

8
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¶前面的讨论仅仅涉及到封闭的（粒子数不变的）热力学系统。如果一个单元系由于
相变，它的粒子数目（摩尔数）可以发生变化，它的热力学基本微分方程应当改为：

dU = TdS − pdV + µdn , (1.20)

其中 µ = (U −Ts+ pV )/n = G/n是一摩尔物质的吉布斯自由能。对于一个单元系，一摩

尔该物质的吉布斯自由能又被称为化学势
• • •

。这个名称的由来我们在后面讨论相变（第 4.1

节）和化学反应（第 5节）时就会明白。

¶利用热力学研究一个系统的性质时，往往需要考察系统对于外界条件改变所做出
的响应

◦ ◦
。这些外界条件可以是温度、压强、化学组分、电场、磁场等等。热力学体系对

于外界的响应可以用响应函数来描写。最为常见的响应函数包括：热容量、压缩系数、电

极化率、磁化率等等。

热容量
• • •

的定义是指热力学体系在某一特定过程中（因此它的数值与过程有关）升高

单位温度所需要吸收的热量：

Cy = lim
∆T→0

Qy

∆T
, (1.21)

其中 Qy 是体系保持某一参量 y（例如压强、体积、磁场、电场等等）不变，而温度改变

∆T 时所吸收的热量。最常用的是定容（体积不变）热容量和定压（压强不变）热容量。

对于一个简单的 PV T 系统，当体积不变时，外界所做功为零（假定体系没有电磁功等的

贡献），所以定容热容量 CV 为：

CV =

(
∂U

∂θ

)
V

, (1.22)

当压强不变时，外界所做功为 −p∆V，所以定压热容量 Cp为：

Cp =

(
∂H

∂θ

)
p

, (1.23)

其中函数 H 为系统的焓。热容量实际上体现了系统的热力学势（内能、焓等）对温度的

响应。

简单 PV T 系统中另一个重要的响应函数是压缩率
• • •

。等温压缩率 κT 和绝热压缩率

κS 的定义是：

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

. (1.24)

它体现了 PV T 系统的体积对压强的响应。

¶利用麦克斯韦关系，我们可以在不同的响应函数之间建立一些普遍的联系，但是在
热力学范畴内最基本的响应函数（热容量、压缩率或者说物态方程）需要通过实验来确

定。

刘川
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4 相变热力学

这一节中，我们简要讨论一下单元复相系中的相变热力学。我们将首先讨论单元复相

系中各个相达成平衡的基本判据；随后我们讨论单元复相系中相变的基本特征。

4.1 单元复相系的热力学平衡条件与稳定条件

热力学体系的平衡是一种热动平衡
• • • •

。第 2节中的熵增加原理告诉我们，当一个封闭

热力学体系达到热动平衡时，它的熵达到其极大值。利用这个结论，可以得到系统达到热

动平衡的熵判据
• • •

：以一个简单的 PV T 系统为例，熵判据要求体系在其内能和总体积不

变时，对于各种可能的
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

虚变动来说，平衡态的熵最大。所谓虚变动
• • •

是指描述系统的某

些态变量的假想变动
◦ ◦ ◦ ◦

，这个概念是力学中虚位移
◦ ◦ ◦

的推广。为了区别系统的一个虚变动

和一个真实的变动，我们用符号 δ来标记某个热力学量的无穷小虚变动（或者称为变分），

以区别于用 d代表的一个真实的无穷小变动。

在数学上，熵判据可以表达为：在固定的内能和体积时，体系熵的一级变分为零，

这称为热力学体系的平衡条件
• • • •

；同时，体系熵的二级变分大于零，这称为热力学体系

的稳定条件
• • • •

。

¶一般的热力学平衡条件可以大致分为三类：热平衡条件、力学平衡条件、相平衡条
件或化学平衡条件。下面我们利用平衡的熵判据，首先讨论一下一个单元复相系中达到平

衡的条件。这些条件包括上述四类平衡条件中的前三类。至于化学平衡条件我们会在第 5
节中讨论。

我们假设一个单元复相系的几个相构成一个闭合系统。系统的总内能 U =
∑

α nαuα、

总体积 V =
∑

α nαvα 和总摩尔数 n =
∑

α nα 是固定的。于是，我们利用拉格郎日乘子

法，考虑到上述约束条件，我们得到熵的一级变分为零的条件：

δ̄S ≡ δS − 1

T
δU − p

T
δV +

µ

T
δn = 0 , (1.25)

其中 T、(p/T )和 (µ/T )是引入的拉格郎日乘子；δ̄S 只是包含了拉格朗日乘子和约束条

件后熵的变分的一个简写。现在我们利用：

δsα =
δuα
Tα

+
pα
Tα

δvα , (1.26)

其中 Tα和 pα分别为 α相的温度和压强。我们就得到体系的总的熵的一级变分为：

δS − 1

T
δU − p

T
δV +

µ

T
δn =

∑
α

nα

(
1

Tα
− 1

T

)
δuα +

∑
α

nα

(
pα
Tα

− p

T

)
δvα

+
∑
α

(
sα − uα

T
− pvα

T
+

µ

T

)
δnα . (1.27)
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由于引入了拉格郎日乘子，δuα、δvα 和 δnα 现在可以看成独立的变量。于是，利用系统

达到平衡时一级变分为零（熵判据中的平衡条件）我们有：

1

Tα
− 1

T
= 0 ,

pα
Tα

− p

T
= 0 ,

sα − uα
T

− pvα
T

+
µ

T
= 0 . (1.28)

上式中第一个条件为热平衡条件，它指出在单元复相系中达到平衡时，各相的温度相等；

第二个条件是力学平衡条件，它指出平衡时各相的压强相等；第三个条件是相平衡条件，

它指出相平衡时，共存各相的化学势相等。以上平衡条件可以统一写成：

Tα = T , pα = p , µα = µ . (1.29)

如果上述平衡条件不能满足，那么体系就会发生一个 真实的
◦ ◦ ◦

变动（而不再是虚变动），

这个真实的变动的方向一定是使体系的总的熵的变化大于零。例如，如果化学平衡条件没

有满足（而其他两个条件得到满足），那么体系会向
∑

α(−
µα

Tα
+ µ

T )δnα > 0的方向变动。

也就是说，如果某个 µα > µ，与之相应的 δnα < 0，即该相的摩尔数会减少。也就是说，

物质会从化学势高的相经过相变到化学势低的相，这也恰恰就是化学势这个名称的由来。

¶系统的熵的一级变分为零仅仅保证了熵取极值
◦ ◦
，而不一定是按照熵判据的要求是

一个极大值
◦ ◦ ◦

。要确保这个极值是个极大值，就必须研究熵的二级变分，或者说考虑熵判

据中的稳定性条件。现在我们假定前面讨论的熵判据的平衡条件 (1.29)都已经满足了。我
们来进一步讨论这个平衡是稳定的条件。利用变分的语言，体系的熵为一个稳定的极大值

的条件是：在相应的约束条件下，熵的二级变分小于零：

δ2S − 1

T
δ2U − p

T
δ2V +

µ

T
δ2n ≤ 0 . (1.30)

熵的二级变分的表达式为：

δ2S =
∑
α

(
nαδ

2sα + 2δnαδsα + sαδ
2nα

)
. (1.31)

对于内能和体积我们也有类似的表达式。同时，将公式 (1.26)再取一次变分可以得到：

δ2sα =
δ2uα
Tα

+
pα
Tα

δ2vα +
1

Tα
(δpαδvα − δTαδsα) . (1.32)

将这些表达式带入公式 (1.30)，并且利用平衡条件直接进行计算，我们可以得到：

δ2S − 1

T
δ2U − p

T
δ2V +

µ

T
δ2n =

∑
α

nα

Tα
(δpαδvα − δTαδsα) . (1.33)

刘川
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平衡稳定性要求此式对于任意的 nα 都要小或等于零，因此我们得到对于每一个均匀相

（我们略去角标 α）都有：

δpδv − δTδs ≤ 0 . (1.34)

这就是我们要求的、系统达到平衡的稳定性条件。

¶利用平衡的稳定性条件 (1.34)，我们可以得到一系列的热力学不等式
• • • • • •

。例如，如果

我们选取 T 和 v为独立变量，我们可以把 δp和 δs表示为 T 和 v的变分，再利用麦氏关

系我们得到：
cv
T
(δT )2 −

(
∂p

∂v

)
T

(δv)2 > 0 . (1.35)

因此我们看到，平衡稳定性要求：

cv > 0 , −
(
∂p

∂v

)
T

> 0 , (1.36)

即定容比热和等温压缩系数都是正的，这些正好符合我们物理上的直觉。

4.2 单元复相系中的相变

¶考虑一个简单的 PV T 系统。当两相（我们把他们分别记为 α相和 β 相）达到平衡

时，根据平衡条件我们有：

Tα = Tβ = T , pα = pβ = p , µα(T, p) = µβ(T, p) . (1.37)

原则上，上式确定了两相平衡时 (T, p)平面上的一条曲线，它把 (T, p)平面分成两个区

域，分别对应于两相。在 (T, p)平面上这样的图被称为 相图
• •
。我们日常

◦ ◦
见到的物质的

相往往是比较有限的。它们大致可以分为气相
• •

（或称非凝聚相
• • • •

）和 凝聚相
• • •

（一般包

括液相
• •

和固相
• •
，其中液相又可以称为软凝聚相

• • • •
。）。 气相只可能有一个相，固相一般

可以有多个相存在，它们往往对应于不同的晶格结构或对称性。液相通常
◦ ◦

情况下也只有

一个相，但有些特殊的物质可以有多个液相（比如液氦、液晶）。我们在图 1.2中画出了
一个典型的相图，图中的三条曲线将 (T, p)平面分为三个区域，分别对应于固相、液相和

气相。

¶ 利用热力学理论，可以对相变曲线的斜率做出预言，这就是著名的克拉珀龙
• • • •

（ Clapeyron）方程
• •
。假定 (T, p)和 (T + dT, p + dp)为相变曲线上临近的两个点，我们

有：

dµα = dµβ . (1.38)

12
刘川



平衡态统计物理

图 1.2: 一个典型的相图，由固相、液相和气相组成。

对于两相分别利用热力学关系:

dµ = −sdT + vdp , (1.39)

其中 s和 v分别为摩尔熵和摩尔体积，带入上式我们得到：

dp

dT
=

sβ − sα
vβ − vα

=
L

T (vβ − vα)
. (1.40)

这就是所谓的克拉珀龙方程
• • • • • •

。它是克拉珀龙首先得到的，只是他当时用的是错误的

热质说。克劳修斯首先运用正确的热力学理论导出了这个方程，因此也有人称之为克拉珀

龙－克劳修斯方程。

¶在克拉珀龙方程中，我们引入了相变潜热
• • • •

：

刘川
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L ≡ T (sβ − sα) = hβ − hα . (1.41)

由于两相的熵一般并不相等，所以一般说来相变潜热不等于零，也就是说，体系在发生相

变时，它的熵和体积会有一个跃变
◦ ◦
。这样的相变被称为一级相变

• • • •
。注意到每摩尔的吉

布斯函数（即化学势）在相变时是连续的（即相平衡条件），熵和体积是吉布斯函数的一

阶导数，我们可以说：一级相变是吉布斯函数连续而它的一阶导数不连续的相变。在一级

相变的相变曲线上，可能存在这样的点它们被称为临界点
• • •

，当相变曲线上的点趋于这个

点时，一级相变的熵和体积跃变会逐渐趋于零，相应的相变潜热也趋于零。于是系统将经

过一个所谓的高级相变
• • • •

。按照 Ehrenfest的分类，吉布斯函数及其一阶导数都连续，但吉

布斯函数的二阶导数不连续的相变称为二级相变
• • •

；吉布斯函数及其一、二阶导数都连续，

但吉布斯函数的三阶导数不连续的相变称为三级相变，如此等等。目前，实验上已经发现

许多二级相变，但实际上它们与 Ehrenfest的定义并不是十分吻合。因为在多数已经发现
的二级相变中，吉布斯函数的二阶导数实际上在相变点附近是发散的。关于二级相变的理

论，我们会在第五章中作出简要的介绍。

¶二级相变的一个典型的例子是铁磁相变。当外磁场为零时，一般物质的磁极化强度
M 也为零，这样的物质称为顺磁物质

• • • •
。但是，还有一类物质，当外磁场为零时也具有不

为零的磁极化强度。这就是所谓的铁磁物质
• • • •

。当温度变化时，物质可以发生在顺磁物质

和铁磁物质之间转换，这就是铁磁相变。具体地说，存在一个临界温度，又称为居里温度

Tc，当温度 T > Tc 时，系统处在顺磁性的相；当温度 T < Tc 时，系统处在铁磁性的相。

从微观上讲，铁磁相相应于组成系统的微观粒子的磁矩，由于相互之间的交换相互作用都

自发地沿着同一个方向，从而使得系统即使在外磁场为零时也具有非零的磁极化强度。关

于二级相变在临界点附近的统计理论，我们会在第五章中讨论。

5 多元系的热力学

¶一个体系的热力学函数可以分为广延量和强度量两类。一个热力学函数，如果在其
他条件不变时，将各个组元的摩尔数（或者说粒子数）变为原先的 λ倍，该热力学量也

变为原先值的 λ倍，那么这个热力学函数就被称为广延量
• • •

。象体系的内能、体积、熵以

及各种热力学势（例如：焓、自由能、自由焓等等）都是广延量。另外一些热力学量，象

温度、压强、密度、化学势等，它们则保持不变，这些热力学量称为强度量
• • •

。
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如果我们定义下列物理量： 

vi =

(
∂V

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

,

ui =

(
∂U

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

,

si =

(
∂S

∂ni

)
T,p,nj ̸=i

.

(1.42)

其中偏导数
(

∂V
∂ni

)
T,p,nj ̸=i

中的下标 nj ̸=i 代表除了 ni 以外的所有其他的 nj 不变。这些物

理量分别称为第 i个组元的 偏摩尔体积
• • • • •

、偏摩尔内能
• • • • •

和 偏摩尔熵
• • • •

。于是，利用广延

量的性质，体系的体积、内能和熵可以写成：

V =

k∑
i=1

nivi ,

U =
k∑

i=1

niui ,

S =

k∑
i=1

nisi .

(1.43)

由于吉布斯函数也是广延量，我们也有：

G =
k∑

i=1

niµi , (1.44)

其中 µi是第 i个组元的 偏摩尔
• • •

吉布斯函数
• • • • •

：

µi =

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj

. (1.45)

它也称为第 i个组元的化学势
• • •

。

¶对吉布斯函数 G(T, p, n1, n2, · · · , nk)取全微分，我们得到：

dG = −SdT + V dp+

k∑
i=1

µidni . (1.46)

类似地，对于内能我们有：

dU = TdS − pdV +
k∑

i=1

µidni . (1.47)

刘川
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这就是多元均匀系的热力学基本微分方程。对公式 (1.44)求微分并与式 (1.46)比较，我们
得到：

SdT − V dp+

k∑
i=1

nidµi = 0 , (1.48)

即 k + 2个强度量之间有一个关系，这称为吉布斯关系
• • • • •

。

¶现在我们可以利用 4.1节中引入的吉布斯函数判据来得到多元系的复相平衡条件。
为了简单起见，我们暂时假设多元系的 k个组元之间不会发生化学反应，并且每一个组

元可以有两个相： α相和 β 相。我们假设第 i个组元在 α相和 β 相中的摩尔数发生的虚

变动分别为 δnα
i 和 δnβ

i。各个组元总的摩尔数不变要求：

δnα
i + δnβ

i = 0 , (i = 1, 2, · · · , k) . (1.49)

在温度和压强保持固定时，两相的吉布斯函数的虚变化为：

δGα =

k∑
i=1

µα
i δn

α
i , δGβ =

k∑
i=1

µβ
i δn

β
i . (1.50)

于是总的吉布斯函数的虚变动为（考虑到约束条件 (1.49)）：

δG = δGα + δGβ =

k∑
i=1

(µα
i − µβ

i )δn
α
i . (1.51)

吉布斯函数判据告诉我们，平衡态的吉布斯函数最小。于是我们得到平衡条件：

µα
i = µβ

i , (i = 1, 2, · · · , k) , (1.52)

也就是说，两相中各个组元的化学势必须分别相等。

¶下面我们讨论体系中各个组元之间可以发生化学反应的情况。由于对于任何一个化
学反应总可以把反应物

• • •
移到生成物

• • •
的一边并且改变化学反应式前系数的符号，所以一

个普遍的化学反应可以写成： ∑
i

νiAi = 0 , (1.53)

其中 νi 为化学反应方程式的系数。按照我们的约定：生成物的系数为正，反应物的系数

为负。Ai 是相应于生成物和反应物的化学符号。当化学反应进行时，各个组元的摩尔数

的变化都按比例进行，这称为道尔顿定律
• • • • •

。即 ∆ni = νi∆n。显然当 ∆n > 0时，化学反

应向正向进行；当 ∆n < 0时，化学反应向反向进行。
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1.1 道尔顿在历史上最大的贡献是在化学方面。他被认为是第一个从实验上证实

了化学反应中各个物质总是按照一定的比例进行反应的。这实际上成为物质是由原子或

分子组成的间接的证据，在物理、化学乃至整个科学发展史中都具有十分重要的地位。也

许有些令人啼笑皆非的是，道尔顿的发现实际上具有某种虚假的成份。在道尔顿的年代，

进行化学实验的仪器与设备还十分简陋。到了二十世纪，有多组对于科学史有兴趣的科学

家尝试着按照道尔顿当年的记载，运用当时的仪器来重复道尔顿的实验。他们得到的结论

是：以道尔顿当时的条件，他决不可能做出如此精确的实验。因此他们认为，几乎可以肯

定的是，当时道尔顿实际上人为地
◦ ◦ ◦

改造了实验数据来为他的结论辩护，尽管他的结论仍

然是具有划时代意义的。究竟是什么使得他坚信化学反应应当按照一定比例进行呢？我想

这大约是他对于古希腊原子说和简单和谐比例的宗教般的信心吧。

¶一个化学反应的进行往往伴随着热量的吸收或放出。为了简化讨论，我们将主要研
究在等温等压条件下进行的化学反应。我们知道，在等温等压条件下，一个过程中所吸收

的热量等于过程前后焓的改变。在化学上，把 νi 摩尔数生成物产生后所吸收的热量称为

（定压）反应热
• • •

。按照定义，定压反应热 Qp为：

Qp ≡ ∆H =
∑
i

νihi , (1.54)

其中 hi 为组元 i 的偏摩尔焓。显然，按照我们的约定，∆H > 0 对应于吸热反应；

∆H < 0对应于放热反应。由于焓是态函数，因此 ∆H 只与反应的初态和末态有关而与

中间的过程无关。所以，如果最初的反应物先经过一个化学反应到达一个中间态，再经过

另一个化学反应到达终态；这个过程的反应热一定是上述两个化学反应的反应热之和。这

在热化学上称为 赫斯
• •
（ Hess, 1840）定律

• •
。反应热是温度的函数，如果保持压强不变，

对温度求偏微商：

(
∂∆H

∂T

)
p

=
∑
i

νicp,i . (1.55)

这个方程称为基尔霍夫
• • • •

（ Kirchhoff）方程
• •
。它告诉我们，一旦知道了组元的热容量和

某个温度时的反应热，就可以确定其他温度时的反应热。

¶当化学反应在等温等压条件下进行时，利用吉布斯函数判据，我们可以得出化学反
应达到平衡的条件。为此，我们假设有一个虚变动 δni = νiδn，那么在这个虚变动中，系

统吉布斯函数的变化为：

δG =
∑
i

µiδni = δn
∑
i

νiµi . (1.56)

于是我们看到，化学反应达到平衡的化学平衡条件
• • • • • •

是：

刘川
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∑
i

νiµi = 0 . (1.57)

如果化学平衡条件 (1.57)没有满足，化学反应就会向使吉布斯函数减小的方向进行。具体
地说，按照我们对于各个 νi 符号的约定，如果

∑
i νiµi < 0，化学反应将向正向进行；如

果
∑

i νiµi > 0，化学反应将向反向进行。因此，只要求出多元系中各个组元的化学势 µi，

利用公式 (1.57)就可以得到系统化学平衡时满足的条件。

相关的阅读

本章是热力学基本理论的一个简单的叙述。由于许多概念在普通物理热学中都有过

讨论，所以我们这里的论述是比较简略的。如果读者希望看到更为详尽的讨论，我推荐

王竹溪先生的《热力学》[2]。如果读者觉得我们这里的论述还是过于冗长，Plischke和
Bergerson的第一章可以做为一个不错的浓缩版 [11]。多数英文的教科书都是将热力学揉
和在统计物理中讲述，只有一些比较古老（或者说经典）的书中，例如 [7]，是仅仅讲述
热力学的内容的。如果读者对于偏导数的运算不十分清楚的话，可以参考王竹溪的《热力

学》 [2]中的有关总结。

18
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第二章 统计系综

章

• 统计系综的概念（ 6）

• 量子统计与经典统计（ 7）

• 微正则系综（ 8）

• 正则系综与巨正则系综（ 9）

• 热力学公式（ 10）

• 涨落的准热力学理论（ 11）

• 近独立子系的统计分布（ 12）与涨落（ 13）

系
综理论的建立标志着分子运动论向统计物理的过渡。它是统计物理的普遍理论，

不仅适用于无相互作用的的体系－这类体系在统计物理中被称为近独立子系
• • • • •

－

而且可以用来研究普遍的、有相互作用的系统。在系综理论建立的初期，人们总是试图从

纯力学的原理出发来导出统计物理的系综理论。后来人们逐渐认识到：这种纯力学的做法

实际上是一种误导，统计物理的系综理论应当是以统计物理所特有的基本原理－而不是

纯力学的基本原理－为基础的。系综理论首先是玻耳兹曼、吉布斯等人提出的。后来逐渐

被完善并可以与量子力学兼容。我们这一章将主要讲述经典的（或半经典的）统计系综理

论。
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6 经典系综理论的基本概念

¶我们首先讨论一个经典的、多自由度体系的描述方法。在经典力学的范畴内，一
个由 N 个全同粒子

◦ ◦ ◦ ◦
组成的、有相互作用的经典力学系统的自由度数目 f = Nr，其

中 r 是每一个粒子的自由度数目。这样一个经典系统在任意时刻的运动状态可以由

该时刻的 f 个广义坐标
• • • •

q1, · · · , qf，以及与之共轭的广义动量
• • • •

p1, · · · , pf 来描述。 以

q1, · · · , qf ; p1, · · · , pf 这 2f 个变量为“坐标”可以构成一个 2f 维的参数空间，我们称之

为系统的 相空间
• • •

1或 Γ空间
• • •

。系统任意时刻的运动状态可以用相空间中的一个点来描

述，这称为系统运动状态的代表点
• • •

。当系统运动状态随时间发生改变时，其代表点就在

相空间中随时间变化从而划出一条轨道，我们称之为系统的 相轨道
• • •

。

¶在经典力学中，系统的运动遵从经典的 哈密顿
• • •

正则方程
• • • •

：2

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (i = 1, 2, · · · , f) , (2.1)

其中 H(q, p)称为系统的哈密顿量
• • • •

。3 在给定初始条件下，这些方程就确定了系统的相

轨道。在运动过程中，系统的哈密顿量 H(q, p)是一个守恒量：

H(q, p) = E , (2.2)

其中 E 为系统的总能量。4 这个方程在系统的相空间中确定了一个曲面（这是一个

(2f − 1)维的超曲面），称为该力学体系相空间中的能量曲面
• • • •

。如果能量守恒，系统的相

轨道将始终处于能量曲面上。如果系统的能量不是严格守恒，而是在 E 到 E +∆E 之间，

那么系统的相轨道将处在：

E ≤ H(q, p) ≤ E +∆E , (2.3)

所确定的能壳
• •

之内。一般说来，系统有可能还有其他的守恒量，例如平动动量、角动量

等等。但是如果我们取特殊的参照系，比如取没有整体平移和转动的系统，同时，忽略掉

出现偶然简并的可能性，那么唯一的守恒量就是系统的总能量。所以，系统的能量在统计

物理中起着特别重要的作用。

1有的书中称之为 相宇
• •

。

2如果你还没有修炼到哈密顿力学，你可以将这套运动方程想象成力学体系的拉格朗日方程；如

果你连拉格朗日方程也没有修炼过，你可以把它们想象成体系的牛顿运动方程。
3为了使符号尽量简化，我们将用 q 和 p来分别代替 q1, · · · , qf 和 p1, · · · , pf。所以，系统的哈

密顿量 H(q1, · · · , qf ; p1, · · · , pf )就简记为 H(q, p)。
4从数学上讲，这个方程实际上给出了哈密顿方程 (2.1)的一个初积分。
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¶当我们测量一个宏观系统的某个宏观物理量时，这个测量一般会持续一段时间，比
如说： t0 < t < t0 + τ，其中 τ 是一个宏观短而微观长的时间间隔。5所谓宏观短

◦ ◦ ◦
，是指

在这个时间间隔内，系统的宏观物理量还没有发生任何可观测的变化；所谓微观长
◦ ◦ ◦

，是

说从微观角度看，在该时间间隔内，系统的微观运动状态实际上已经发生了很大的变化。

从系统相空间的角度看，系统的代表点在相空间中的位置已经发生了明显的变化。如果我

们要测量的宏观物理量的微观对应为 B(q, p)，麦克斯韦和玻耳兹曼认为：我们对于该宏

观量的测量值实际上是其相应微观量在这一段时间中的平均值：

B̄(t0) =
1

τ

∫ t0+τ

t0

dtB(q(t), p(t)) . (2.4)

由于测量的时间间隔 τ 对于微观来讲是足够的长，为了数学的方便，在实际的考虑中往

往取 τ → ∞。这个表达式虽然物理意义十分明确，但在实际应用中却很难给出任何有意
义的结论。原因就在于我们实际上无法得到一个宏观系统的相轨道的明确表达式，所以上

面的式子基本上只能停留在定义的层面上，不可能进行真正明确的计算。

¶至此，我们仅仅涉及了系统的纯力学
◦ ◦ ◦

性质。我们发现，由于宏观系统的复杂性，

我们很难从纯力学上继续对它的宏观物理量进行任何具体的计算。6 为了能够进一步得到

系统的宏观统计性质，玻耳兹曼意识到必须引入统计物理的假设。这个假设有多种引入

的方法。其中最为著名的就是所谓的各态历经假设
• • • • • •

（Ergodic Hypothesis）。这个假设是：

在足够长的时间内，系统的代表点将会在系统的能量曲面上的各个区域停留相同的时间。

很显然，如果各态历经假设成立，那么我们可以定义系统的代表点在系统能量曲面上各点

出现的几率密度 ρ(q, p, t)，它的物理意义是： ρ(q, p, t)dqdp代表在时刻 t，相空间中的点

(q, p)附近的相体积元 dqdp内系统代表点出现的几率。那么，我们有：

B̄(t0) =

∫
dqdpρ(q, p, t0)B(q, p) , (2.5)

¶象公式 (2.5)这样的平均值被称为系综平均
• • • •

。需要注意到的是，随着各态历经假设

的引入，我们实际上已经转换了我们考察系统的视角。具体地说，我们已经从一个纯力学

的角度变为一个具有某种“统计”意义的视角。因为，当我们在说系统的代表点在相空间

5这些概念是麦克斯韦和玻耳兹曼等人首先提出的。玻耳兹曼是统计物理的创始人之一。他的观

点一直是从纯力学的概念出发来推导统计物理的结论，他还首先提出了各态历经假设和微正则系

综。
6由于近年来计算机的发展，人们可以对于一个自由度数目相当大的系统（尽管仍然不是无限

大）进行直接具体的计算，这种方法被称为 分子动力学
• • • • •

（Molecular Dynamics）方法。在这类方

法中，人们真正地用数值的方法去解系统的运动方程，然后进行平均来计算系统的各种物理量。

这也许是最接近Maxwell和 Boltzmann原始的想法的处理。关于这一点可以参考第 21.2节中的讨
论。

刘川
21



平衡态统计物理

出现的几率时，我们实际上已经不是在考虑一个
◦ ◦

宏观系统了，而是在考虑大量的、具有

同样宏观性质的系统的集合。这种具有相同宏观性质的系统的集合就称为 系综
• •
，它也可

以看成是一个系统在不同时刻的代表点的集合。用概率统计的语言来说，从这样大量的系

统样本中取样，就可以确定系统代表点出现的几率。不难想象，如果各态历经假设成立，

那么一个宏观系统物理量的时间平均值与其系综平均值是等价的。7

在统计物理发展的初期，许多的物理学家和数学家都致力于各态历经理论的研究，他

们试图证明各态历经假设，8从而将统计物理放在纯力学的基础之上。但是研究的结果却

与人们的初衷并不一致。人们发现了一些可以严格证明各态历经的系统，同时也发现了一

些不各态历经的系统。最为糟糕的是，能够完成严格证明的往往是一些极为简化的系统，

这与统计物理所要研究的复杂宏观系统形成了鲜明对照。另一方面，如果我们撇开统计物

理的纯力学基础的问题，利用统计物理理论人们可以得到十分丰富的物理结果，这些结果

可以被大量的物理实验所直接证实。逐渐地，另一种观念开始占了上风。这就是以吉布

斯（W. Gibbs）为代表的，我们可以称之为“纯统计”的观点。这种观点认为：既然从纯
力学的角度出发来建立统计物理是困难的，不引入假设甚至几乎是不可能的，我们不如

承认：统计物理有它自身的特殊规律；这种规律就是独立于
◦ ◦ ◦

纯力学规律的统计规律。具

体地说，吉布斯从一开始就假设
◦ ◦

系统的宏观物理量是相应的微观物理量的系综平均值
• • • • •

。

也就是说，吉布斯假设，统计物理的出发点就是公式 (2.5)，而统计物理的主要任务就是
确定系综的几率分布 ρ(q, p, t)的形式。至于说系综平均值是否与时间平均值相同，这是另

一个问题。它应当是力学，而不是统计物理来回答的问题。这是一种完全不同于玻耳兹曼

的观念，它完全摆脱了统计物理中 形而上
◦ ◦ ◦

（机械的）的因素，或者说隐去了对于纯力学

的不必要的依赖。统计物理的正确性将由大量的实验来直接验证，而不是通过纯力学的推

导来间接验证。

¶当然，我们上面的讨论并不意味着研究各态历经理论是没有意义的。恰恰相反，这
个领域近年来还相当活跃。它将有助于澄清统计物理的许多基础问题，这显然是有意义

的，但这只是问题的一个方面。9 另一方面，实际上近年对于各态历经理论的研究更多的

是为了人们加深对于纯力学，特别是非线性力学和混沌性的认识，而不再单单是为统计物

7这一点可以严格证明，当然是在严格定义了各态历经之后。
8我们这里仅仅提出了著名的各态历经假设。实际上，各态历经假设是统计物理假设中出现比较

早、也是讨论比较广泛的一个。还存在一些其他的相关假设，例如所谓的混和假设
• • • •

。这个假设是

说：如果在能量曲面上的一个紧致的点集，经过运动方程的演化，该点集会弥撒于整个能量曲面

的各个部分，但按照分析力学中的刘维定理
• • • •

，其总体积并不变化。形象的说，就像是在面团上撒

上一点糖，然后运动方程就像揉面过程一样，经过一段时间，起初撒的糖便弥撒到整个面团了。

从现代力学的观点看，这说明系统的运动是混沌的。混合在数学上又分为强、弱两种。可以证明

强混合导致弱混合，而弱混合导致各态历经，但倒过来不一定正确。
9这方面的阶段性成果可以从 Birkhoff和 von Neumann的定理中得到概括，有兴趣的同学可以参

考专著 [14]的第一章。
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理的基础进行铺垫了。原因也十分简单，统计物理的正确性已经被无数次的实验所证实。

人们对它的正确性已经毫不怀疑了。因此，研究从力学规律如何过渡到统计规律的过程本

身变得更为重要和吸引人，而不是最终的结果。做为统计物理的课程，我们的侧重点将放

在统计物理本身的理论和应用上，我们将不会过多地讨论统计物理的力学基础问题，有兴

趣的同学可以去参考相应的书籍和文章。

7 量子统计与经典统计

¶以上讨论的统计物理的概念都是源于纯经典的系统。在这一节中，我们简单介绍一
下量子力学对于统计物理的影响。10我们会在这个课程中初步体会到，量子力学对于统计

物理的影响是十分重要和深远的。从量子力学出发系统的
◦ ◦ ◦

处理统计物理问题的理论必须

从量子力学的密度算符
• • • •

（又称为密度矩阵
• • • •

）表述出发，这超出了本课程的范围，将会

在后续课程（例如量子统计）中讨论。本课程将仅仅涉及到量子化的基本概念，不会涉及

到具体的量子动力学。

7.1 量子力学对系统的描述及其对统计的影响

从原则上讲，量子力学对于统计物理的影响主要体现在两个方面：一是物理

量的量子化
◦ ◦ ◦

（量子性）；二是量子的全同性原理
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

的作用（全同性）。下面我们分别

从量子性
• • •

和 全同性
• • •

这两个方面来考察量子力学对于系统统计性质的影响。

¶首先，在量子力学中系统的物理量，如能量、动量、角动量、磁矩（自旋）等等，
原则上讲都只能够取分立的

◦ ◦ ◦
数值。因此，物理量都由其相应的量子数

• • •
来描写。虽然每

一个物理量都有相应的量子数，当一个力学量取定一个量子数时，它也就具有确定的数

值，但并不是所有的物理量都可以同时具有确定的数值。或者说，并不是所有物理量都可

以同时测量。例如，地球人都知道的量子力学中著名的海森堡
• • •

不确定性关系
• • • • • •

告诉我们：

量子系统的任意一个广义坐标 qi 与它的共轭动量 pi 是 不可能
◦ ◦ ◦

同时被测准的。如果我们

对于广义坐标的测量的不确定度为 ∆qi，对于相应的广义动量的测量的不确定度为 ∆pi，

那么一定有：

∆qi∆pi ≃ h , (2.6)

其中 h是普朗克（Planck）常数。这就是著名的海森堡
• • •

不确定性关系
• • • • • •

。也就是说，在量

子力学的描述中，一个力学体系的状态不可能完全指定它的所有物理量的量子数，而只能

10我们将 不假设
◦ ◦ ◦

读者已经熟悉量子力学。我们所要利用的量子力学知识将是十分初步的，即能

量、动量等物理量的量子化、波粒二象性（以及相应的海森堡不确定性关系）以及全同性原理等。

当然，对于量子力学的更深入的了解将会使得本课程中的某些讨论更好理解。
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够同时确定其中的一部分物理量的量子数。这最大可能的、可以同时测量的、独立的物理

量所对应的量子数在量子力学中称为该系统的一套 好量子数
• • • •

（即与守恒量对应的量子

数）。这套独立的量子数的数目与系统的自由度数相同。这就是量子力学对于一个力学体

系的描述方法。

不确定性关系 (2.6)实际上意味着：一个由量子力学描写的系统在任意一对共轭变量
的子相空间（也就是 qi 和 pi 所张成的二维空间）中的投影实际上不能够用一个几何的

点来描述（或者说不能同时确定），而是一个“面积”大约是 h的小马赛克。因此，对

于一个具有 f = Nr 个自由度的量子力学体系，它的一个量子状态在其相空间中对应

于一个（超）体积为 hNr 的小（超）立方体。也就是说，按照量子力学的观点，11 每一

个量子化的轨道（或者说量子态
• • •

）对应于其经典相空间（ 2f = 2Nr 维的）中大小为

∆q∆p ∼ hNr 的一个体积元。相应的，力学系统的整个相空间实际上被分割为每个体积为

hNr 的 相体积元
• • • •

。因此，按照量子力学的观点，我们只能说
◦ ◦ ◦

系统的代表点存在于相空

间的某个点附近的、体积为 hNr 的小体积元中，而不可能更精确地确定系统在这个小体

积元中的位置。或者说，任何试图更精确地确定系统代表点在相空间中位置的企图都是量

子力学的基本原理所不允许的。这就是物理量的量子性对于系统统计性质的影响。

与此相应，上一节讨论的经典系统物理量的系综平均值 (2.5)在量子力学情形下必须
用相空间中分立的

◦ ◦ ◦
求和－而不是积分－来替代：

B̄(t0) =
∑
p,q

∆q∆pρ(q, p, t0)B(q, p) . (2.7)

¶量子力学对于系统统计性质的影响除了体现在物理量的量子化上以外，还体现在量
子力学的 全同性原理

• • • • •
上。这个原理指出：微观全同粒子是不可分辨的，一个由全同粒子

组成的系统中，如果将两个粒子所处的量子状态对换，系统的微观运动状态（或者说量子

态）并不发生改变。全同性原理还决定了构成系统的粒子的统计性质可以分为两大类：

玻色子
• • •

和费米子
• • •

。用量子力学的语言来说，一个全同玻色子系统的波函数
• • •

，对于交换

任意两个粒子的状态是对称
◦ ◦

的；一个全同费米子系统的波函数，对于交换任意两个粒子

的状态是反对称
◦ ◦ ◦

的。这种微观全同粒子体系在粒子交换下的对称性质又与构成体系的微

观粒子的內秉角动量 –自旋
• •

–密切相关。

量子力学的角动量与经典力学的角动量的最大区别在于，任何一个量子力学的角动

量 J的三个分量：(Jx, Jy, Jz)中的任意两个都不可能同时被确定，正像一个坐标与相应的

动量不能同时确定一样。但是，我们可以同时确定一个角动量平方 J2 和角动量的的任意
一个分量（比如说 Jz ）。量子力学的分析指出，它们的取值都是分立的：

11确切地说，这是量子力学中准经典近似（又被称为WKB近似）的结论。

24
刘川



平衡态统计物理

J2 = j(j + 1)~2 , Jz = m~ , (2.8)

这里 j = 0, 12 , 1,
3
2 , 2, · · · 称为这个角动量的（主）量子数；m = −j,−j + 1, · · · , j 称为角

动量分量的 磁量子数
• • • •

。因此，对于一个给定的角动量量子数 j，相应的磁量子数可以取

从 −j 到 +j 一共 (2j + 1)个不同的值。注意，量子力学的基本关系确定了任何角动量的

量子数 j 只能是整数或者是半整数。

任何微观粒子，即使它没有任何的相对于原点的运动，也都具有确定的（在量子力学

意义上确定的）角动量，这被称为该微观粒子的自旋角动量
• • • • •

，或简称为自旋
• •
。任何微

观粒子的自旋角动量 S一定也满足：

S2 = s(s+ 1)~2 , Sz = ms~ , (2.9)

这里 s称为自旋角动量的量子数，通常又简称 s为粒子的自旋，它也只能是整数或半整

数；给定了一定种类的微观粒子，它的量子数 s就完全确定了。12 粒子自旋的磁量子数，

m = −s,−s+ 1, · · · , s仍然可以取 (2s+ 1)个不同的值。

在量子力学中，一个微观粒子的角动量是与它的 磁矩
• •

密切联系在一起的。13一般来

说，如果一个微观粒子同时具有轨道角动量 L和自旋角动量 S，那么它的磁矩可以写成：

µ = µB(gsS+ glL) , (2.10)

其中 µB = |e|~/(2mc)是所谓的玻尔磁子
• • • •

；gs 和 gl 分别称为该粒子自旋角动量和轨道角

动量的回转因子
• • • •

。14 如果我们在空间加一个均匀磁场 B，一个磁矩与磁场的相互作用能

量可以写为：

HZeeman = −µ · B = −µB(gsS+ glL) · B . (2.11)

这个能量被称为 塞曼能量
• • • •

（ Zeeman energy）。

我们这个课程之所以要关注微观粒子的自旋是因为一个微观粒子的自旋量子数 s与该

微观粒子的统计性质有着一一对应的关系。这个关系被称为 自旋
• •

－统计定理
• • • •

。具体来

12例如，对于 s = 1/2的粒子，我们通常称该粒子具有 1/2的自旋。大家熟悉的电子就是具有

1/2的自旋。
13这一点实际上在经典电动力学中也是如此。
14这里我们采用了高斯单位制。对于象电子这样的基本粒子：gs = −2，gl = −1。
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说，这个定理告诉我们：自然界中的微观粒子可以按照其自旋或统计性质分为两类。一类

称为费米子
• • •

，另一类称为玻色子
• • •

。费米子的自旋量子数 s一定是半整数
◦ ◦ ◦

，它们遵从所

谓的泡利
• •

不相容原理
• • • • •

，即：在同一个微观量子态上只允许有至多一个相同的费米子占

据。我们称这种统计法为 费米
• •

-狄喇克
• • •

（Fermi-Dirac）统计
• •
。全同费米子系统的波函

数对于两个粒子的交换是反对称的。玻色子的自旋量子数 s一定是整数
• •
，它们不受 Pauli

不相容原理的限制，在同一个微观量子态上允许占据任意多个玻色子。人们称这种统计法

为玻色
• •

-爱因斯坦
• • • •

（Bose-Einstein）统计
• •
。15 全同玻色子系统的波函数对于两个粒子

的交换是对称的。有关微观粒子的分类和基本性质，参见表 2.1。

表 2.1: 微观粒子统计性质的分类

分类 粒子的自旋量子数 泡利不相容原理 两粒子交换时波函数性质

玻色子 整数 不遵从 对称

费米子 半整数 遵从 反对称

自然界中已发现的基本粒子
◦ ◦ ◦ ◦

中电子、µ轻子、τ 轻子、中微子、夸克都是费米子；

光子、胶子、W± 中间玻色子、Z0 中间玻色子等都是玻色子。其它的微观粒子都是上述

粒子的复合粒子。由偶数个费米子复合而成的粒子具有整数自旋量子数，16 是玻色子，

如：π 介子、K 介子、4He原子等。由奇数个费米子复合而成的粒子具有半整数自旋量

子数，是费米子，如：质子、中子、3He原子等。

¶在统计物理研究的全同粒子构成的系统中，将会遇到两类情况。在一类系统中，
任意两个全同粒子所对应的“粒子云”（量子力学的波函数的一种形象化的描述）可

以发生重叠（例如气体），这时我们必须考虑全同性原理的影响。这类系统我们称之

为非定域系
• • • •

。在另一类系统中，粒子所对应的“粒子云”不会重叠。这时，我们可以用

它们的位置来区分不同的粒子（例如固体中原子在其平衡位置附近的小振动），这时我们

可以不考虑全同性原理的影响。这类系统我们称之为定域系
• • •

。

从统计物理发展的历史来看，人们首先研究的是服从经典力学的、定域系的统计，

这就是著名的麦克斯韦
• • • •

-玻耳兹曼
• • • •

（Maxwell-Boltzmann）统计
• •
。麦克斯韦和玻耳兹曼

15自旋统计定理的理论证明需要用到相对论性量子场论的知识。目前发现的基本粒子按照自旋 S

可分为三类：S = 0, 1/2和 1。自旋 1/2的粒子由旋量场描述，其基本产生、湮灭算符满足反对易

关系（自动保证了 Pauli不相容原理），属于费米子；自旋是 0或 1的粒子分别由标量场和矢量场

描述，其基本产生、湮灭算符满足对易关系，属于玻色子。
16有时我们又将“自旋量子数”简称为“自旋”。所以，也可以说玻色子具有整数自旋；费米子

具有半整数自旋。
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最初的统计法忽略了构成系统的微观粒子的一切
◦ ◦

量子效应：既忽略了量子的动力学效

应，即用经典力学描述粒子的运动（从而所有物理量都是连续的，而不是分立的），又

忽略了量子力学全同性的统计效应（如费米子、玻色子的区别）。麦克斯韦－玻耳兹曼

统计又被称为经典统计
• • • •

。与之相对的是所谓量子统计
• • • •

。量子统计包括：费米
• •

-狄喇克
• • •

（Fermi-Dirac）统计
• •

和玻色
• •

-爱因斯坦
• • • •

（Bose-Einstein）统计
• •
。

这里我们特别提请读者注意所谓经典统计
◦ ◦ ◦ ◦

这个词语的用法。如前所说，在麦克斯韦

与玻耳兹曼的年代，他们的统计法是真正意义上的经典统计，它忽略了一切量子效应（物

理量的分立性和微观粒子的全同性）。我们或许应当称之为纯经典统计
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

。事实上，在目

前许多的统计物理书籍中，麦克斯韦－玻耳兹曼统计除了包括纯经典统计以外，还包括了

不忽略物理量的分立性但是忽略了微观粒子全同性的统计方法。这种统计方法我们或许

可以称之为量子的
◦ ◦ ◦

麦克斯韦－玻耳兹曼统计。按照这种理解，目前的所谓经典统计，也

就是（广义的）麦克斯韦－玻耳兹曼统计与量子统计的区别就在于是否考虑微观粒子的全

同性。

7.2 量子统计向经典统计的过渡

由于量子力学对于统计物理的影响主要体现在物理量的 量子性
◦ ◦ ◦

和微观粒子

的全同性
◦ ◦ ◦

两个方面，因此量子统计要过渡到经典统计也需要涉及这个两方面的条件。这

些条件被统称为经典极限
• • • •

条件：

• 如果系统典型的量子力学能级间隔 ∆E 比起与温度 T 相应的热激发能 kBT 要小得

多时，系统能量的分立性变得不显著，如果其他的相关的物理量的分立性也同时可

以忽略，这时系统的所有相关物理量可以看成是准连续
◦ ◦ ◦

的。这时，象公式 (2.7)所

给出的量子力学的系综平均完全可以相当精确地用经典力学的系综平均 (2.5)来替
代。因此，这个条件又被称为准连续条件

• • • • •
。

• 如果组成系统的微观粒子的统计性质（即是玻色子还是费米子）对于系统而言并不
重要，这时无论是玻色统计还是费米统计都过渡到麦克斯韦－玻耳兹曼统计，这个

条件又被称为非简并条件
• • • • •

。

对于准连续条件，由于在相邻的相体积元中系统的物理量（特别是能量）的改变很

小，可以看成是准连续
• • •

的。因此，前面提到的由于量子性带来的相空间中的求和可以很

好地用相空间中的积分来近似，其中相空间中的体积元与相应的量子态数目（或者称为简

并度）有下列简单的对应关系：
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dΩ ≡
Nr∏
i=1

(dqidpi) ⇐⇒ dΩ

hNr
个量子态 . (2.12)

这是我们在后面处理准连续经典极限时经常要用到的关系。它实际上给出了量子态在相

空间的密度，因此被称为 态密度
• • •

。在以后的具体应用中，我们会具体分析准连续极限的

适用条件。

我们强调：只有准连续条件和非简并条件这两个条件 同时
◦ ◦

得到满足时，系统的统

计性质才真正能够用纯经典统计
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

来处理，这时我们就得到纯经典
◦ ◦ ◦

的统计物理的结果；

还有相当多的系统是只满足上述两个条件中的一个，这时系统的统计性质应当说是具有

量子影响的，不能用纯经典的麦克斯韦－玻耳兹曼统计来处理。具体来说，如果系统满足

准连续条件而不满足非简并条件，那么系统必须用玻色统计或费米统计来处理，但其物理

量仍然可以看成是准连续的，也就是说，在计算物理量的系综平均值时可以用积分来代替

分立的求和；17同样，如果系统满足非简并条件而不满足准连续条件，那么系统可以用量

子的麦克斯韦－玻耳兹曼统计来处理，其中的物理量必须看成是量子化的。18当然，也有

的系统上述两个条件都不满足，这时必须完全用量子统计的方法来处理，既需要考虑微观

粒子的全同性，又需要考虑到物理量的分立性。

8 微正则系综

¶考虑一个经典的
◦ ◦ ◦

孤立系所对应的系综，当系统达到平衡时一切宏观物理量都将不

依赖于时间，所以几率分布密度一定也是与时间无关的。系统的能量是守恒的，所以系

统的代表点一定在其能量曲面上。即便如此，系统所能够取的微观态数目还是大量的。

要确定孤立系统的几率密度，实际上需要一个统计物理中的基本原理，这个原理被称

为等几率原理
• • • • •

。这个原理认为：对于处于平衡态的孤立系，系统各个可能的微观态出现

的几率相等。因此，对于能量严格守恒的孤立系而言，我们有：

ρ(q, p, t) = Cδ(H(q, p)− E) , (2.13)

也就是说，几率密度在能量曲面以外是零；在能量曲面上是一个常数。有时为了方便，我

们假设系统的能量并不是等于一个恒定的常数，而是可以处在一个小的能量区间内，这时

几率分布密度为：

ρ(q, p) = C E ≤ H(q, p) ≤ E +∆E , (2.14)

17具体的例子就是第三章中所讨论的量子理想气体（光子气体、自由电子气体、声子气体等等）
18最典型的例子是第 18.2小节中关于双原子分子气体热容量的讨论。
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而在其他能量区域 ρ = 0。与这样的分布对应的系综称为 微正则系综
• • • • •

。如果可以运用准

经典近似，那么在能壳 [E,E +∆E]之内的系统的微观状态数为：

Ω(E) =
1

N !hNr

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dqdp , (2.15)

其中我们已经考虑了粒子的全同性，如果是定域系，那么上式中的因子 N !应当去掉。为

了对于系统的微观态数目有个数量级的概念，我们来计算一下由 N 个（全同的）单原子

分子组成的理想气体的微观态数目。19系统的哈密顿量可以写成：

H =
N∑
i=1

p2i
2m

, (2.16)

因此，系统的微观态数目 Ω(N,E, V )作为粒子数 N、系统能量 E 和体积 V 的函数20 可

以由下列积分算出：

Ω(N,E, V ) =
V N

N !hNr

∫
E≤H≤E+∆E

d3p1 · · · d3pN , (2.17)

这个积分正是 3N 维空间中半径是
√
2mE 和半径是

√
2m(E +∆E)的两个球面之间所夹

的球壳的体积。所以我们得到：

Ω(N,E, V ) =
3N

2E

(
V

h3

)N (2πmE)3N/2

N !
(
3N
2

)
!

∆E , (2.18)

由此可见，微观态数目随系统的能量的增加非常快速地增长（请记住 N 的量级是 1023左

右）。

¶现在我们定义
◦ ◦

系统的熵
◦

S(N,E, V )为：

S = kB logΩ(N,E, V ) , (2.19)

这个定义实际上就是著名的玻耳兹曼关系
• • • • • •

。于是，将单原子分子理想气体的微观态数

目 (2.18)代入，并且利用大宗量的斯特林（Stirling）公式，我们就得到了单原子分子理想
气体的熵：

S = NkB log

[(
4πmE

3Nh2

)3/2 V

N

]
+

5

2
NkB , (2.20)

19这也许是我们唯一能严格计算的例子了。
20其实系统的微观态数目还依赖于我们所选取的能壳的宽度 ∆E （正比于 ∆E ）。但是，正如我

们下面要看到的，我们感兴趣的是系统微观态数目的对数，而 log∆E 的贡献与其他部分比较是可

以忽略的（见下面的熵的公式 (2.20)中的讨论）。所以，我们在 Ω中没有明显地写上对于 ∆E 的

依赖。
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其中我们已经忽略了诸如 log(∆E/E)和 log(3N/2)的项。由于粒子数 N 的数量级是非

常巨大的（大约是 1023 的量级），所以对于一般的 (∆E/E)，其对数都远远小于其他正

比于 N 的项；同时，正比于 logN 的项与正比于 N 的项相比，也是可以忽略的。于是

我们发现：我们上面定义的微正则系综的熵是一个广延量
• • •

，它正比于粒子数 N （在所

有强度量
• • •

不变的情况下）；同时，系统的熵对于微正则系综的能壳宽度 ∆E 的依赖也趋

于零。21 细心的读者这时可能愿意将我们从微正则系综理论得到的单原子分子理想气体

的熵的表达式 (2.20)与以往热力学中的结果进行一下比较。如果我们代入单原子分子理想
气体的内能表达式 E = 3NkBT/2，我们发现两者是完全一致的。这从一个方面说明了我

们的熵的定义 (2.19)－至少对于单原子分子理想气体这样一个简单的系统－是与热力学理
论体系中对熵的定义一致的。下面我们还要更为普遍地来阐明这一点。

为此我们考虑两个系统，分别称为系统 1和系统 2。原先它们各自是达到平衡的孤立

系。现在，我们让两个系统接触，使它们之间可以交换能量，22但每一个系统的粒子数和

体积仍然保持不变。显然，这时两个系统各自都不再构成孤立系。但是如果我们将两个系

统一起看成一个整个的系统，这个总系统的能量 E0 仍然是守恒的，可以用微正则系综描

写。也就是说，总系统的能量：E0 = E1 + E2 是一个守恒的常数。而且，这时总系统的

微观态数目 Ω0就是两个子系统的微观态数目的乘积：

Ω = Ω1(N1, E1, V1)Ω2(N2, E2, V2) , (2.21)

由于两个子系统可以交换能量，所以在达到平衡以后，两个系统的能量的平均值（期望

值）将分别达到一个平衡的值：Ē1和 Ē2，它们满足约束条件： Ē1 + Ē2 = E0，所以其中

一个的取值就确定了另一个。按照孤立系的熵增加原理，总系统达到平衡时 Ē1 的取值应

当是使得总系统
◦ ◦ ◦

的熵取极大值。为此，我们将上式取对数并对 E1 求导数，令其为零得

到： (
∂S1(N1, E1, V1)

∂E1

)
N1,V1

∣∣∣∣∣
E1=Ē1

=

(
∂S2(N2, E2, V1)

∂E2

)
N2,V2

∣∣∣∣∣
E12=E0−Ē1

, (2.22)

其中我们利用了能量的约束条件。这个式子告诉我们，当两个任意系统通过能量交换达到

平衡时，它们具有相同的
(
∂S(N,E,V )

∂E

)
N,V
值。与热力学第零定律和第二定律比较，我们

发现这个相同的值可以定义为绝对温度的倒数。所以我们有：

1

T
=

(
∂S(N,E, V )

∂E

)
N,V

. (2.23)

21如果我们在计算微观态数目 (2.15)的时候没有放入 (1/N !)的因子，那么我们由此得到的熵将

不满足广延量的要求。这个问题仅仅出现在熵常数中。它对于通常的热力学过程不会造成影响，

但是在讨论气体的混合这样的不可逆过程时，会造成所谓的吉布斯佯谬。具体的讨论参见第 19
节。

22原则上，我们要求这两个系统的能量交换过程进行得无限缓慢。用热力学的语言，就是这个交

换过程是一个准静态过程。否则，下面的等式 (2.21)原则上会变成一个不等式（熵增加）。
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类似地，如果我们讨论两个系统可以交换粒子数，同时也可以发生体积改变（但是总粒子

数和总体积保持不变），结合热力学的中两个系统达到平衡的条件，我们就可以验证：

p

T
=

(
∂S(N,E, V )

∂V

)
N,E

,
µ

T
= −

(
∂S(N,E, V )

∂N

)
E,V

. (2.24)

其中 p和 µ分别是系统的压强和化学势。总结以上的讨论，我们实际上已经建立了一个

孤立系的热力学基本微分方程：

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN . (2.25)

因此，从微正则系综理论出发，我们说明了：如果我们利用玻耳兹曼关系 (2.19)来定义系
统的熵，那么我们可以得到与热力学理论完全一致的结果。注意我们这里的讨论是相当普

遍的，没有任何涉及到具体系统的性质。所以我们可以说，玻耳兹曼关系是自然界的一个

普遍关系。实际上不仅对平衡态，对于非平衡态，玻耳兹曼关系也是熵的唯一合理的统

计定义。公式 (2.25)告诉我们：微正则系综中通过系统微观态数目所确立的熵，实际上
是以系统的内能 E、体积 V 和粒子数 N 为独立变量的特性函数

• • • •
。或者说，对于一个固

定内能、固定体积、固定量子数的系统，与之自然对应的系综是微正则系综；与之对应

的特性函数是熵（或者等价地说是系统的微观态数目）。一旦求出了系统的熵（微观态数

目），系统的所有热力学性质就可以很容易地得到了。读者不难验证，利用公式 (2.23)和
公式 (2.24)，我们得到了单原子分子经典理想气体的熟知的结果：

E =
3

2
NkBT , pV = NkBT ,

µ = kBT log

[
p

kBT

(
h2

2πmkBT

)3/2
]

. (2.26)

9 正则系综与巨正则系综

¶上一节中讨论的微正则系综是对应于能量 E、体积 V 和粒子数 N 的系综。一旦系

统微观态数目（或者说系统的熵）计算出来以后，我们就可以得到系统的所有热力学性

质。但是微正则系综在实际运用上并不十分便利，在多数实际应用中，我们需要知道系统

在固定温度和粒子数时的热力学性质。这就对应于我们现在要讨论的正则系综
• • • •

。

正则系综的分布函数可以通过让系统与一个大热源接触来导出。为此我们仍然考虑

两个系统，一个是我们要研究的系统；另一个是具有恒定温度 T 的大热源。23 我们现在

关心的是，当两者达到平衡时，我们所研究的系统处在一个指定的
◦ ◦ ◦

量子态 S 的几率 ρS

是多少。我们很快会发现，这个几率实际上只依赖于系统所处的量子态 S 的能量（能级）

23即热容量趋于无穷大的系统。
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ES。
24 按照等几率原理，系统处在这个指定的量子态的几率一定是正比于这时总系统－

也就是我们所考虑的系统加上大热源－的总微观状态数。由于所考虑的系统已经处在一

个指定的量子态，所以总系统的微观状态数就是大热源具有能量 E0 − ES 时热源的微观

态数目 Ω(E0 −ES)。所以我们要求的几率为：

ρ(ES) ∝ elogΩ(E0−ES) , (2.27)

同时，由于我们假设热源很大，所以我们一定有 ES ≪ E0。所以我们可以做级数展开：

logΩ(E0 − ES) ∼ logΩ(E0)− ES

(
∂ logΩ(E)

∂E

)
E=E0

,

利用前一节的结果 (2.23)，上式中的偏微商正是大热源的绝对温度之倒数：(
∂ logΩ(E)

∂E

)
E=E0

= β =
1

kBT
.

因此，我们所考虑的与大热源接触并达到平衡的系统处于一个指定量子态 S 的几率为：

ρS =
1

Z
e−βES , (2.28)

其中 ES 就是我们所指定的量子态的能量。这就是著名的吉布斯正则分布
• • • •

。具有这样几

率分布的系综被称为 正则系综
• • • •

。上式中的归一化常数 Z 由下式给出：

Z =
∑
S

e−βES , (2.29)

其中求和遍及所有系统可能的量子态 S，它被称为正则系综的 配分函数
• • • •

（partition

function），它实际上是温度 T、粒子数 N、体积 V 的函数。25 我们下面将会看到：一旦

得到了系统的配分函数，系统的所有的平衡态热力学性质就完全确定了。26显然，正则系

综是对应于固定温度、体积和粒子数的系综。

¶与正则系综的讨论类似，我们还可以讨论一个与大热源兼大粒子源接触的系统的统
计性质。这时系统可以与源交换能量和粒子数，所以只有总能量 E0 和总粒子数 N0 是守

24对于一个给定的量子态 S,如何计算它的能量 ES 是一个纯粹量子力学的问题，不是一个统计

物理的问题。因此在我们统计物理的讨论中，我们都将假设对于任意一个给定的量子态 S，它的

能量 ES 是已知的。
25这里指的是最简单的 PV T 系统，否则的话，体积应当换为相应的广义位移。
26配分函数的符号 Z 是首先由 Planck使用的。玻耳兹曼用 Zustandsumme来称呼配分函数，其实
玻耳兹曼的名称倒是更贴切一些。所以 Planck就以 Z 来代表配分函数。
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恒的。现在我们希望求出我们所考虑的系统处在具有指定的粒子数 N 的一个指定的 N -粒
子量子态 S 的几率 ρN,S。我们完全可以仿照正则系综的讨论得到：

ρN,S ∝ elogΩ(E0−E
(N)
S ,N0−N) , (2.30)

其中 S 是我们指定的、具有 N 个粒子的、系统可能的一个量子态，E
(N)
S 是这个量子态的

能量。我们仍然可以假定：E
(N)
S ≪ E0 和 N ≪ N0，于是我们可以将微观态数目的对数

（熵）展开，并利用关系 (2.23)和 (2.24)得到：

ρN,S =
1

Ξ
e−βE

(N)
S −αN , (2.31)

其中 β = 1/(kBT )为大热源的温度倒数，而 α = −µ/(kBT )与源的温度和 化学势
• • •

有关。

上面公式中的归一化常数 Ξ被称为系统的 巨配分函数
• • • • •

，它由归一化条件定出：

Ξ =
∑
N

e−αN
∑
S

e−βE
(N)
S . (2.32)

分布 (2.31)被称为巨正则分布
• • • • •

，满足巨正则分布的系综被称为巨正则系综
• • • • •

。显然，巨

正则系综是对应于固定温度、体积和化学势的系综。

¶上面巨正则分布的讨论中我们假定系统只包含一种化学组分。如果我们所考虑的系
统中有 k种化学物质，并且假定各个化学组分之间没有化学反应，同时我们假定要考虑

的系统可以与热源兼粒子源交换所有组分的粒子。这时，公式 (2.31)显然应推广为：

ρN1,N2,··· ,Nk;S =
1

Ξ
e−βE

({Ni})
S −

∑k
i=1 αiNi . (2.33)

其中 αi = −µi/(kBT ) 与源的温度和第 i 种组元的化学势有关。这时，巨配分函数

Ξ(T, V, µ1, · · · , µk)仍然由归一化条件定出：

Ξ =
∑

S,{Ni}

e−βE
({Ni})
S −

∑k
i=1 Niαi . (2.34)

这个分布我们会在讨论混合理想气体时用到（参见第 19节）。

10 热力学公式

¶所谓热力学公式是指将处于平衡态的系统的热力学量与系统的统计配分函数联系起
来的公式。我们首先以正则分布为例，来推导热力学公式。正则系综所对应的系统是一个

具有固定粒子数 N、体积 V （或一般的一个广义位移 y）和温度 T 的宏观系统。利用系

统的内能是系统微观总能量的系综平均值，我们首先得到系统内能的热力学公式：
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U = Ē =
1

Z

∑
S

Ese
−βES = − ∂

∂β
logZ . (2.35)

¶类似的，对于广义力 Y，如果它所对应的广义位移是 y，系统的能级 ES 会依赖于

广义位移 y，那么我们有：

Y =
1

Z

∑
S

∂ES

∂y
e−βES = − 1

β

∂

∂y
logZ , (2.36)

这个公式的一个重要特例就是关于简单 PV T 系统的压强公式：

p =
1

β

∂

∂V
logZ . (2.37)

¶系统熵的统计表达式需要与热力学第二定律比较得到。首先注意到我们引入的系统
正则配分函数是 β 和广义位移 y的函数（假定粒子数恒定），所以一定有：

d logZ =
∂ logZ
∂β

dβ +
∂ logZ
∂y

dy , (2.38)

因此，利用上面的系统内能和广义力的统计表达式，我们得到：

β(dU − Y dy) = d

(
logZ − β

∂ logZ
∂β

)
. (2.39)

这个式子说明 β 是微分式 dU − Y dy的一个 积分因子
◦ ◦ ◦ ◦

，与我们熟知的热力学第二定律比

较，我们得知熵的表达式为：

S = kB

(
logZ − β

∂ logZ
∂β

)
. (2.40)

因此，对于一个给定粒子数 N、体积 V、温度 T 的系统，只要求出它的正则配分函数 Z，

就可以完全确定它的所有热力学函数，系统的热力学性质也就完全确定了。这个特性与热

力学中的亥姆霍兹自由能 F = U − TS 是类似的。利用这里推导出来的热力学公式，很容

易直接证明：

F = −kBT logZ . (2.41)

也就是说，正则系综的配分函数与系统的亥姆霍兹自由能完全等价。

¶巨正则系综所对应的系统是一个具有固定化学势 µ、体积 V （或一般的一个广义位

移 y）和温度 T 的宏观系统。它的热力学公式的推导与正则系综的情形完全类似，我们

不再重复其推导，而只是列出最后得到热力学公式：
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N̄ = − ∂

∂α
logΞ , (2.42)

U = − ∂

∂β
logΞ , (2.43)

Y = − 1

β

∂

∂y
logΞ , (2.44)

S = kB

(
logΞ− α

∂ logΞ
∂α

− β
∂ logΞ
∂β

)
, (2.45)

其中 Ξ是系统的巨配分函数，它被看成是 α，β，V （或任意给定广义位移 y）的函数。

因此，对于一个给定化学势 µ、体积 V、温度 T 的系统，只要求出它的巨正则配分函数

Ξ，就可以完全确定它的热力学性质。这个特性与热力学中的巨势 J = F − µN = −pV 是

类似的。利用这里推导出来的热力学公式，很容易直接证明：

J = −kBT logΞ . (2.46)

¶服从正则分布的系统具有固定的温度，但是它可以与大热源发生能量的交换，所以
系统的能量并不是固定的，而是可以在其平均值附近涨落

• •
。这种涨落可以利用前面的热

力学公式加以计算。经过简单的计算我们得到：

⟨(E − Ē)2⟩ = −∂Ē

∂β
= kBT

2CV , (2.47)

所以我们看到，系统的能量的涨落直接与温度以及系统的热容量有关。一个服从正则分布

的系统的能量相对涨落
• • • •

的平方为：

⟨(E − Ē)2⟩
Ē2

=
kBT

2CV

Ē2
. (2.48)

由于 CV 和 Ē 都是广延量，它们与系统的总粒子数 N 成正比。因此上式实际上与系统的

总粒子数 N 成反比。对于一个宏观的热力学系统，N 的数量级是 1023，因此能量的相对

涨落（与 1/
√
N 成正比）是很小的。

类似的，对于巨正则分布的系统，其粒子数也可以有涨落。简单的计算表明，系统粒

子数相对涨落的平方为：

⟨(N − N̄)2⟩
N̄2

=
kBT

N̄2

(
∂N̄

∂µ

)
T,V

, (2.49)

运用热力学的关系可以证明上式可以化为：

⟨(N − N̄)2⟩
N̄2

=
kBT

V
κT , (2.50)
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其中 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
是系统的 等温压缩系数

• • • • • •
。由于 V 是广延量，我们再次看到：对于

一个宏观热力学系统，只要等温压缩系数不是很大，系统粒子数的相对涨落仍然是非常

小，与 1/
√
N̄ 成正比。只有在系统趋近于它的临界点

• • •
时，等温压缩系数 κT 将趋于无

穷，这时系统内的粒子数涨落也可以很强。有关系统在临界点附近的涨落问题，本课程的

后面（第 27节）还会更加详细地讨论。

¶由前面的讨论我们得知：当构成宏观系统的微观粒子数目很大时，系统的能量、
粒子数等物理量的涨落都是非常小的。其相对涨落一般按照 1/

√
N 的行为趋于零。如

果忽略掉这些涨落效应，那么微正则系综、正则系综和巨正则系综都给出一个宏观系

统等价的
• • •

统计描述。也就是说，如果忽略涨落效应，用不同系综计算出来的宏观系统的

热力学量将是一致的。选取不同的统计系综来处理，只不过相当于选取不同的热力学特性

函数。当然，如果系统的涨落不能忽略（例如对于比较小的介观系统），那么不同的统计

系综的结果一般是不等价的。

11 涨落的准热力学理论

¶在上一节中我们简单讨论了正则系综中的能量涨落以及巨正则系综中的粒子数涨
落，实际上我们可以讨论一个任意热力学量的涨落。这个理论被称之为涨落的准热力学理

论，是爱因斯坦首先提出的。我们考虑一个热力学系统，它与一个大的热源接触，热源具

有确定的温度 T 和压强 p。我们所考虑的系统与热源一起组成的复合系统是一个孤立系，

所以当系统的能量和体积发生一个涨落 ∆E 和 ∆V 时，热源的能量与体积也相微观粒子

数目应地发生一个变化 ∆Er 和 ∆Vr，它们满足：

∆E +∆Er = 0 , ∆V +∆Vr = 0 , (2.51)

当系统的能量与体积取其最可几值（同时也是平均值） Ē 和 V̄ 时，复合系统的熵具有最

大值 S̄(0)，它与复合系统的微观态数目之间的关系由玻耳兹曼关系描述。由于每个微观态

都是等几率地出现（等几率原理），所以系统的能量和体积出现 ∆E 和 ∆V 的涨落的几率

正比于：

W ∝ exp

(
S(0) − S̄(0)

kB

)
, (2.52)

由于 ∆S(0) = ∆S +∆Sr，并且：

∆Sr = (∆Er + p∆Vr)/T = −(∆E + p∆V )/T , (2.53)

其中我们运用了约束条件 (2.51)。27于是我们得到：

W ∝ exp
(
T∆S −∆E − p∆V

kBT

)
. (2.54)

27这里我们对于我们研究的系统和热源进行了不同的处理。对于热源，我们将它的热力学基本微

分方程只展开到一阶；对于系统，我们则保留到二阶。这相当于忽略了热源（假定它足够的大，

以至于其涨落可以忽略）的涨落。
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现在我们需要将上面的式子化为用两个独立的物理量的涨落（例如 ∆E 和 ∆V ）来表达。

这可以利用∆E 的表达式以及热力学第二定律得到：

∆E − T∆S + p∆V =
1

2

(
∂2E

∂S2
(∆V )2 + 2

∂2E

∂S∂V
(∆V∆S) +

∂2E

∂V 2
(∆S)2

)
+ · · ·

=
1

2
(∆S∆T −∆p∆V ) . (2.55)

特别要注意的是，上面这个公式的最后一行中我们已经将整个系统的熵的变化表达为一

般的形式。这个形式已经可以运用到更普遍的情形（例如，系统的温度和压强不一定是固

定的情形）。所以我们最终得到一个普遍的表达式：

W ∝ exp
(
−∆S∆T −∆p∆V

2kBT

)
. (2.56)

¶公式 (2.56)可以有多种用途。我们可以取任何我们感兴趣的两个独立变量来研究他
们的涨落。例如，如果我们以体积 V 和温度 T 为独立变量，我们得到：

∆S =
CV

T
∆T +

(
∂p

∂T

)
V

∆V ,

∆p =

(
∂p

∂T

)
V

∆T +

(
∂p

∂V

)
T

∆V , (2.57)

带入涨落的普遍公式 (2.56)，得到：

W ∝ exp
(
− CV

2kBT 2
(∆T )2 +

(
∂p

∂V

)
T

(∆V )2

2kBT

)
. (2.58)

这个公式告诉我们温度的涨落和体积的涨落由两个独立的高斯分布描写，所以我们得到：

(∆T )2 = T 2kB/CV , (∆V )2 = V κTkBT , (2.59)

其中 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
为等温压缩系数。这个公式也说明了，一个热力学系统如果要对于

温度和体积的涨落保持稳定，它的定容热容量和等温压缩系数必定是非负的。如果体系的

粒子数保持不变，那么系统体积的涨落也可以表达成系统密度的涨落。通过这个公式我们

还看到，在临界点附近，系统的等温压缩系数趋于无穷大，系统内部的密度涨落也发散，

这时原先的两相的分界面就会消失。同时，如果有可见光入射到系统内部，会观察到所谓

的临界乳光现象
• • • • • •

。我们将在以后详细讨论临界点附近的涨落和关联现象（第 27节中的

讨论）。显然如果取其他的变量为独立变量，我们还可以得到其他物理量的涨落，这些都

留作练习。
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12 近独立子系的统计分布

¶本节中，我们将利用前面建立起来的统计系综理论来讨论最为简单的系统：由无相
互作用的子系统构成的宏观系统。这类系统又被称为近独立子系

• • • • •
。28 一个近独立子系的

总能量 E 可以表达为组成系统的各个子系统（我们姑且称之为粒子）的能量之和：

E =

N∑
i=1

εi , (2.60)

其中 εi 是构成系统的第 i个子系统（粒子）的能量。需要注意的是：近独立子系只要求

构成系统的各个子系统之间没有相互作用，从而系统的总能量就是各个子系统能量之和，

但是各个子系统可以和外界有相互作用。我们前面引入的统计系综理论是关于处于平衡

态的宏观系统的普遍理论，当然也可以用来处理特殊的近独立子系。由于近独立子系的简

单性，一个近独立子系的配分函数（无论是正则系综的正则配分函数还是巨正则系综的巨

配分函数）都可以得到简化。本节的讨论分为两个部分：首先，我们利用正则系综来处理

经典的、也就是不考虑量子全同性影响的近独立子系的统计问题，这将导致著名的麦克斯

韦－玻耳兹曼分布；然后我们讨论量子的近独立子系（又称为量子理想气体）的统计问

题，这将导致费米－狄拉克分布或玻色－爱因斯坦分布。

对于一个由 N 个粒子构成近独立子系，各个粒子是否可分辨，或者说是否考虑量

子力学全同性原理，将直接影响我们对于这个系统状态的描述。如果粒子是可分辨
◦ ◦ ◦

的，那么整个系统的状态 S 就由每一个可以分辩的粒子所处的单粒子态所决定，即：

S = (s1, s2, · · · , sN )。换句话说，给定了每一个粒子所处的量子态，就唯一地确定了整个

系统的一个状态，反之亦然。如果粒子是不可分辨的，量子力学的全同性原理告诉我们，

我们只能够以各个单粒子态上的粒子数：{as : s = 1, 2, · · · }来描述系统。也就是说，我们
只能够说在每个单粒子态 s（它遍及所有可能的单粒子态）上有几个粒子，我们无法区别

是哪几个粒子，因为它们在量子力学上是全同的。在表 2.2中，我们总结了全同性原理对
于系统状态描述的影响。

表 2.2: 微观粒子组成系统的状态描述以及粒子数按照量子态的平均分布

构成系统的粒子 全同性原理 整个系统状态描述 粒子数按照量子态的平均分布

可分辨 不起作用 S = (s1, s2, · · · , sN ) M.B.分布
不可分辩 起作用 S = (a1, a2, · · · ) F.D或 B.E.分布

¶如前所述，对于一个可分辨的粒子组成的近独立子系，系统的
• • •

的量子态 S 由每个

子系统所处的单粒子态：(s1, s2, · · · , sN )给出。这里我们用符号 (s1, s2, · · · , sN )表示：第

28之所以称为近独立子系而不是独立子系是由于完全独立的子系统构成的系统是无法达成热平衡

的。
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一个子系统处于单粒子态 s1，第二个子系统处于单粒子态 s2，· · ·，第N 个系统处于单粒

子态 sN。
29这时近独立子系的总能量显然就是：E =

∑N
i=1 εsi，这里 εsi 表示单粒子态 si

的能量。

如果我们利用正则系综
◦ ◦ ◦ ◦

，我们发现近独立子系的正则配分函数可以写成：

Z =
∑
S

e−βES =
∑

s1,s2,··· ,sN

e−βεs1e−βεs2 · · · e−βεsN

=

(∑
s1

e−βεs1

)(∑
s2

e−βεs2

)
· · ·

(∑
sN

e−βεsN

)

=

(∑
s

e−βεs

)N

≡ zN . (2.61)

我们这里再次指出，在推导公式 (2.61)的时候实际上没有考虑粒子的全同性的影响。如果
对于全同费米子，那么就要求单粒子态 s1，s2 等等不能有两个相同；对于全同的玻色子，

如果两个单粒子态同时被占据，交换两个粒子并不产生新的系统的量子态。因此，我们得

到如下重要的结论：对于不考虑全同性影响的近独立子系，其系统的正则配分函数 Z 完

全由其子系配分函数
• • • • • •

z给出：

Z = zN , z =
∑
s

e−βεs . (2.62)

类似地，我们很容易求出一个粒子处于某个单粒子态 s的几率：

ps =
1

z
e−βεs . (2.63)

因此，单粒子态 s上的平均粒子数 ās为：

ās = e−α−βεs , e−α = N/z . (2.64)

经典的（不考虑量子力学全同性影响的）近独立子系的粒子所满足的这个分布就是著名的

麦克斯韦
• • • •

－玻耳兹曼分布
• • • • • •

。满足这个分布的统计有时又被称为经典统计
• • • •

。利用这些结

论以及我们正则配分函数的热力学公式，我们可以将（不考虑粒子全同性的）近独立子系

的热力学函数用系统的子系配分函数 z表达出来。例如，对于系统的内能，我们有：

U = −N
∂ log z
∂β

. (2.65)

29显然，这样一个描述本身就依赖于粒子是可以分辩的事实，因为如果粒子是不可分辩的，我们

就无法做上述的指定。我们仅仅能够说某个单粒子态上有几个子系统占据，而无法区分这几个子

系统哪个是第一个或第二个。
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¶如果我们必须考虑量子力学全同性的影响，那么上面公式 (2.61)的推导不能成
立。30 由于在近独立子系中，系统的总能量就是各个子系统（粒子）能量之和，所以一

个由量子的全同粒子组成的近独立子系的统计性质将完全由各个单粒子量子态上面的

粒子数
◦ ◦ ◦

所确定。处在各个单粒子量子态上面的一组粒子数被称为粒子数对于单粒子态的

一个分布
• •
。具体地说，如果我们用 s来标记单粒子的量子态，处于量子态 s上的粒子数

记为 as，那么一组完整的 as 的集合，即：{as : s = 1, 2, · · · }被称为系统粒子数按照单粒
子量子态的一个分布，或简称 分布

• •
。为了简化记号，我们有时也将它记为：{as}。对于

任意的一个分布 {as}，它显然满足：∑
s

as = N ,
∑
s

εsas = E , (2.66)

其中 N 和 E 分别是系统的总粒子数和总能量。显然系统各种分布出现的概率并不是相同

的。我们感兴趣的是在某个给定单粒子量子态 s上出现的粒子数 as 的平均值：ās。这样

的一组平均值：{ās}称为系统粒子数按照单粒子量子态的平均分布
• • • •

。

对于由全同粒子构成的近独立子系，计算系统的巨配分函数是比较方便的。按照巨正

则系综的理论，系统的巨配分函数 Ξ可以表达为（参见公式 (2.32)）：

Ξ =
∑
S,N

e−βE
(N)
S −αN , (2.67)

这里的求和首先是对于具有固定粒子数 N 的系统的所有量子态求和，然后再对于粒子数

N 求和。这就等价于对于系统所有可能的量子态 S －无论粒子数为多少－求和。同时注

意到：对于理想量子气体，系统的每一个量子态 S 是与粒子数按照单粒子量子态的分布

{as}一一对应的。所以，对于系统的所有量子态的求和就是对于不同单粒子量子态分布
的求和利用其粒子数及总能量的表达式 (2.66)，我们得到：

Ξ =
∑
{as}

∏
s

e−βasεs−αas ,

=
∏
s

∑
as

e−(βεs+α)as . (2.68)

读者可以发现，上面这个等式正好体现了全同性的效应。它与公式 (2.61)的最大不同是：
公式 (2.61)中是对于 单粒子态

◦ ◦ ◦ ◦
si求和；这里是对于单粒子态上的粒子数

◦ ◦ ◦
as求和。也就

是说，由于全同性的影响，我们只在乎这个单粒子态上有几个粒子，而不在乎是哪几个粒

子。31需要注意的是，这个等式仅仅对于巨正则配分函数才是严格成立的，对于正则配分

函数，由于其总粒子数必须守恒，因此全同性的影响会对各个 as 的求和加上一个约束条

30这时候，即使是无相互作用的近独立子系，要严格求出其正则配分函数也不是十分容易的。但

是，这是求出系统的巨配分函数却是比较容易的。
31事实上，量子力学的全同性不允许我们区分是哪几个粒子。
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件；对于巨配分函数，我们反正要对所有可能的 N 求和，因此就没有了这个约束条件，

这使得这个求和可以更容易地求出。

现在我们需要区分两种不同的情形：即构成系统的粒子是玻色子还是费米子。我们将

分别称这两种系统为 理想玻色气体
• • • • • •

和 理想费米气体
• • • • • •

。对于理想玻色气体，它不受泡利

不相容原理的限制，所以上式中对于 as 的求和可以从 0延伸到无穷大；对于理想费米气

体，由于受到泡利不相容原理的限制，上式中对于 as的求和只能取 0和 1两个可能的值。

因此，我们就得到理想量子气体的巨配分函数的表达式：

Ξ =
∏
s

(
1± e−α−βεs

)±1
,

logΞ = ±
∑
s

log
(
1± e−α−βεs

)
, (2.69)

其中上（下）面一个符号对应于理想费米（玻色）气体。

¶为了求出某个指定单粒子量子态 s上的平均粒子数，我们定义：

ζs = ± log
(
1± e−α−βεs

)
, (2.70)

那么我们可以轻易证明，某个单粒子量子态 s上的平均粒子数 ās由下式给出：

ās = −∂ζs
∂α

. (2.71)

利用前面的表达式，我们得到：

ās =
1

eα+βεs ± 1
. (2.72)

这就是著名的玻色分布
• • • •

和 费米分布
• • • •

。它给出了一个量子理想气体中粒子数按照单粒子

量子态的平均分布。

公式 (2.64)和 公式 (2.72)告诉我们：无论对于经典的近独立子系还是对于量子的近
独立子系，一个给定单粒子量子态上粒子数的平均值只和该量子态的能量 εs 有关，而与

该量子态的其他量子数无关。因此，具有相同能量的单粒子态上面的粒子数的平均值是相

等的。具体地说，如果某个单粒子能级 εl 的简并度
• • •

为 ϖl，那么这个单粒子能级
◦ ◦

上的

平均粒子数为：

āM.B.
l = ϖle

−α−βεl , (2.73)

ā
F.D./B.E.
l =

ϖl

eα+βεs ± 1
. (2.74)
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如果费米或玻色分布中与化学势有关的参数 α = −µ/(kBT )满足：

eα >> 1 , (2.75)

这时，费米和玻色分布的区别将消失，两者都退化为公式 (2.64)所给出的、经典的麦克
斯韦－玻耳兹曼分布。这个条件被称为非简并条件

• • • • •
。上述非简并条件也可以等价地表述

为，对于每个能级：

ϖl >> āl . (2.76)

这个公式的物理含义十分明确：ϖl 表示某个指定能级中可供占据的总的量子态的数目；

如果在每个能级上平均的粒子数远远小于可供占据的数目，那么两个粒子同时占据到一

个量子态的几率就是可以忽略的，而恰恰是两个粒子同时占据一个量子态时，量子力学的

全同性原理才起作用。所以，如果非简并条件成立，实际上量子力学的全同性原理所起的

作用是可以忽略的，这时当然量子统计（费米－狄拉克统计与玻色－爱因斯坦统计）都回

到量子力学全同性原理不起作用的经典统计，即麦克斯韦－玻耳兹曼统计。

¶这一节中，我们利用系综理论推导了近独立子系的统计分布。对于不考虑量子力学
全同性影响的、经典近独立子系，我们得到了麦克斯韦－玻耳兹曼分布 (2.64)；对于量子
力学全同性起作用的量子近独立子系（量子理想气体），我们得到了费米－狄拉克分布和

玻色－爱因斯坦分布 (2.72)。在结束本节之前，我们对它们之间的关系和适用范围等作如
下的几点评述：

• 我们这里的讨论只是从普遍的系综理论出发，抽象地导出了经典的近独立子系满足
的麦克斯韦－玻耳兹曼分布以及量子的近独立子系的费米－狄拉克分布或玻色－爱

因斯坦分布。这些分布所对应的具体实例将在后面两章中加以详细的介绍。关于经

典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布的例子可以参考本讲义的第 18节和第 19节；关于玻
色－爱因斯坦分布的例子可以参见第 14节、第 15节和第 16节；关于费米－狄拉克
分布的例子可以参考第 17节。

• 麦克斯韦－玻耳兹曼分布、费米－狄拉克分布、玻色－爱因斯坦分布都仅仅是对于
近独立子系才严格成立。也就是说，对于有相互作用的系统，其粒子数按照单粒子

态的分布实际上是十分复杂的。具体要计算这种分布也必须利用普遍的系综理论。

上面这三种分布都只是在粒子之间的相互作用可以忽略时才是真实系统分布的一个

好的近似。对于服从经典描述的、有相互作用的系统，我们将在第四章（第 20、
21、22节）和第五章中利用普遍的系综理论进行讨论。对于完全由量子力学描写
的、有相互作用的系统，其统计性质的讨论完全超出了本课程的范围，将会在后续

课程（量子统计课程）中进行讨论。这里顺便提一下某某统计
◦ ◦

与某某分布
◦ ◦

之间
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的区别。统计一词实际上更加广泛。例如，对于任意的有相互作用的系统，处理的

方法一定是经典统计或量子统计。当然，前者可以视为后者的经典极限。量子统计

又可以分为费米－狄拉克统计和玻色－爱因斯坦统计。它们在经典极限下退化为麦

克斯韦－玻耳兹曼统计。但是，如果系统存在相互作用（相互关联），那么任何一

种情形下粒子的分布都不是上面提到的三种分布中的任何一种。只有对于近独立子

系，这三种分布才严格成立。

• 我们这里利用系综理论求出的是某个单粒子态上占据的粒子数的系综平均值 ās。另

外一种导出这些分布的方法是去计算所谓的最可几分布
• • • • •

，又称为最概然分布
• • • • •

。它

是指使得系统微观态数目取极大值的分布。按照等几率原理，最可几分布出现的几

率也是最大的。由于可以证明最可几分布所对应的极大值对宏观系统而言实际上是

一个十分尖锐的极大值，因此由此导出的最可几分布实际上与我们利用系综理论计

算的平均分布几乎是相同的。利用拉格朗日乘子导出最可几分布的方法，我们列为

本章后面的习题，供有兴趣的读者演练。当然，大家也可以参考汪志诚教材上面的

推导 [1]。但是我们需要指出的是，从推导过程来看，利用系综理论的推导更加严
格。

• 对于量子的近独立子系，如果非简并条件
• • • • •

得到满足，那么两种量子分布的区别消

失，同时它们都回到经典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布。这个条件是独立于前面提到

的准连续条件
• • • • •

。换句话说，非简并条件只是保证了量子力学的全同性原理不再起

明显的作用，但并不一定保证系统的物理量是准连续的（参见第 7.2小节的讨论）。

13 近独立子系中粒子数分布的涨落

¶作为前面推导出来的近独立子系三种统计分布的一个应用，我们来讨论粒子数按照
量子态分布的涨落问题。

对于量子分布（玻色或费米），一个给定的单粒子量子态 s，其上占据的平均粒子数

为 ās，那么容易验证这个平均值的涨落可以简单表达为：

⟨(as − ās)
2⟩ = −∂ās

∂α
. (2.77)

利用平均分布的表达式带入我们得到：

⟨(as − ās)
2⟩ = ās(1± ās) , (2.78)

其中 +号对应于玻色－爱因斯坦分布，−号对应于费米－狄拉克分布。我们发现，如果
温度比较低，费米－狄拉克分布指出，单粒子态的平均占据数一定是 1或 0。因此，这时

对于费米－狄拉克系统，其分布的涨落很小。对于玻色系统，由于没有 Pauli不相容原理
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的限制，它的相对涨落一般要大得多。这个公式可以应用在黑体辐射（光子气体）的能量

涨落中。32

¶讨论经典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布的涨落反而相对要复杂一些。为此，我们现写
出一个粒子占据一个单粒子态 s的几率：

ps =
e−βεs

z
, (2.79)

其中 z =
∑

s e
−βεs 为子系配分函数。显然

∑
s ps = 1。于是，各个单粒子态 s上分别有 as

个粒子的几率为一个多项式分布
• • • • •

：33

P{as} =
N !∏
s as!

∏
s

(ps)
as . (2.80)

于是一个给定单粒子态上占据的粒子数的平均值可以由下式求出：

ās =
∑
{as}

asP{as} = ps
∂

∂ps

∑
{as}

P{as}

 ,

但是上式的括号内的表达式正好就是：∑
{as}

P{as} = (
∑
s

ps)
N . (2.81)

因此，我们自然得到：34

ās = Nps =
N

z
e−βεs . (2.82)

这正是麦克斯韦－玻耳兹曼分布。利用这种方法，我们可以计算出 as的涨落：

⟨(as − ās)
2⟩ = ā2s − ā2s

=

(
ps

∂

∂ps

)2
(∑

s

ps

)N

−

ps ∂

∂ps

(∑
s

ps

)N
2

,

经过一些简单的计算我们得到：

⟨(as − ās)
2⟩ = ās , (2.83)

其中我们假定了 N ≫ 1。这就是麦克斯韦－玻耳兹曼分布的涨落公式。

32虽然光子气体的化学势为零，因此公式 (2.77)对于光子气体不能适用，但是最终的结果 (2.78)
仍然是成立的。

33不熟悉的同学可以参考本讲义后面的附录。
34注意，在这类计算中我们必须首先计算对 ps 的偏微商然后再利用 ps 的归一条件。
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相关的阅读

这一章我们讨论了经典的系综理论，对于量子系综理论只是介绍了一下它的概念，而

对于其表述方式（密度算法的表述方式）则没有涉及。有一定量子力学基础的读者可以参

考 Landau的书 [4]。无论是最为经典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布，还是量子的玻色分布和
费米分布都可以从近独立子系的最可几分布得到。这种推导方法在一些普通物理热学的

书中都有所讨论。如果读者对此并不了解，可以参考汪志诚先生的书 [1]。
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第三章 量子理想气体

章

• 理想玻色气体与玻色爱因斯坦凝聚（ 14）

• 黑体辐射（ 15）

• 固体热容量（ 16）

• 理想费米气体（ 17）

一章中，我们将利用前一章得到的关于量子近独立子系的一般公式来具体研究所

谓的 量子理想气体
• • • • • •

。我们这里所说的量子理想气体是指满足量子统计分布（费

米分布或玻色分布）的近独立子系。它们的具体形态并不一定是我们日常生活中所说的气

体形态。如果构成一个量子力学体系的多个粒子之间存在的相互作用，但在某些特定的条

件下其相互作用可以忽略，这时这个体系仍然可以用量子近独立子系（量子理想气体）很

好地近似。当粒子之间的相互作用不可忽略时，我们我们就必须从普遍的量子系综理论

（密度算符描述）出发了。这样的系统有时又被称为量子液体，将在后续课程中讨论。本

课程将只讨论量子理想气体。按照构成系统的粒子是玻色子还是费米子，量子理想气体可

以分为 理想玻色气体
• • • • • •

和 理想费米气体
• • • • • •

两大类。

14 理想玻色气体

这一节中我们利用玻色－爱因斯坦分布来讨论一般的非相对论性的理想玻色气体。我

们将分为弱简并和强简并两种情况讨论。在弱简并的情形下，体系的性质可以与经典的理

想气体进行比较。事实上，体系的热力学量可以表达成一个级数展开式。这个展开式的首

项就是经典理想气体所对应的物理量。后续的项可以看成是全同性原理所造成的量子修
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正。在强简并的情形，体系则会出现所谓的玻色－爱因斯坦凝聚现象。这是一个纯粹的量

子现象，也是近年来理论和实验十分关注的方向。

14.1 弱简并的非相对论性理想玻色气体

¶为了简单起见，这一小节中我们假定组成气体的玻色子的自旋是 0。1 同时，我们

假定这些玻色子的能量不太高以至于可以利用非相对论来处理。所以，单粒子的能量为：

ε =
p2

2m
, (3.1)

其中 m是玻色子的质量，p是它的平动动量。我们假定温度不太低，或气体的体积足够
大，从而粒子的平动动能可以看成是准连续

◦ ◦ ◦
的。因此按照第 12节中的公式 (2.69)，系

统巨配分函数对数中的求和可以用积分来代替。由于一个非相对论性的粒子的动能 -无
论是玻色子还是费米子 -总是具有式 (3.1)的形式，我们可以引入所谓的单粒子量子态
的态密度

• • •
(density of states, DOS)的概念。我们用 g(ε)dε来表示系统中单粒子能量处在

[ε, ε+ dε]之中的单粒子量子态的数目。那么由于：

V d3p
h3

=
4πV p2dp

h3
=

2πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε ,

其中第一步我们将 d3p写到动量空间的球坐标中 (p = |p|表示动量的大小)而第二步我们
利用了 ε = p2/(2m)换成用单粒子能量来表达。于是我们得到系统的态密度 g(ε)：

g(ε) =
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2 (3.2)

注意，这个态密度仅仅考虑了平动自由度相关的态密度，没有考虑粒子的其他自由度（例

如自旋）。显然，对于自旋为 s的粒子，这个态密度还需要乘以自旋的简并度 (2s+ 1)。

利用系统的态密度，我们可以将体系的巨配分函数的对数的积分进行无量纲化 (即令
βε = x)，得到的结果是，

logΞ = −2πV

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0
log(1− e−α−x)x1/2dx . (3.3)

值得注意的是，由于能态密度的式子中的因子 ε1/2，ε = 0能级（即单粒子基态）上粒

子的贡献实际上是被忽略了。这在温度不是很低时是可以的，因为这时一个能级上的粒

子数与总粒子数比是个小量。2如果温度很低，低于某个凝聚温度时，会出现所谓玻色
• •

1如果我们讨论的玻色子的自旋不是零，而是 s，那么系统的巨配分函数的对数 (3.3)（以及其他
由它导出的物理量）需要乘以一个因子：(2s+ 1)。

2尽管平均来讲，占据这个单粒子态（基态）上的粒子数比占据任何一个其他单粒子态上的都

多。

刘川
47



平衡态统计物理

－爱因斯坦凝聚
• • • • • •

，它的标志是：系统中会有宏观数目
◦ ◦ ◦ ◦

的粒子凝聚到 ε = 0的量子态上。

这时我们就必须将这个态单独考虑。我们将在下一小节处理。现在，我们假定温度仍然高

于这个凝聚温度，因此公式 (3.3)就确定了一个非相对论理想玻色气体的巨配分函数。

由于玻色子的单粒子能量从零一直准连续地
◦ ◦ ◦ ◦

延伸到正无穷，因此，对于任意一个给

定的正数，在其附近总有一个无限接近它的单粒子能级存在。这个事实实际上决定了理

想玻色气体的化学势必定是非正的（也就是说它是负数或零）。因为如果不是这样，我们

就可以找到一个与化学势无限接近的单粒子能级，按照第 12节中玻色分布的公式 (2.72)，
在这个能级上的平均粒子数将会任意地大，这将与所有能级上粒子数加起来是有限大矛

盾。因此，我们可以假定 α > 0（或者说 µ < 0）。这时，我们可以将上面积分中的对数

函数展开：

log(1− e−α−x) = −
∞∑
j=1

e−j(α+x)

j
. (3.4)

将此展开式带入巨配分函数的表达式 (3.3)并逐项积分得到：

logΞ =
V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

e−jα

j5/2
≡ V

λ3
T

g5/2(z) . (3.5)

其中 z = e−α 通常被称为体系的活度
• •
（fugacity），它直接与化学势相关。我们还定义了

粒子的热波长
• • •

λT 为：

λT ≡ h

(2πmkBT )1/2
. (3.6)

同时我们引进了函数：

gs(z) =

∞∑
j=1

zj

js
, s > 0 . (3.7)

这个函数一般不能用初等函数来表达。当 z = 1时，它的函数值就是著名的黎曼 ζ-函数：
gs(z = 1) = ζ(s)。由于 α > 0即 0 < z < 1，上式中的级数是一致收敛的。因此，前面的

逐项积分在数学上是许可的。现在，可以利用我们已经得到的热力学公式计算出所有热力

学量：

N̄ =
V

λ3
T

g3/2(z) , (3.8)

U =
3

2
kBT

V

λ3
T

g5/2(z) , (3.9)

pV = kBT
V

λ3
T

g5/2(z) =
2

3
U , (3.10)

S = kB

(
5

2
logΞ + N̄α

)
. (3.11)
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我们引入一个无量纲变量 y，其定义为：

y =
Nh3

V
(2πmkBT )

−3/2 = nλ3
T , (3.12)

当变量 y ≪ 1时，我们称玻色子系统是弱简并
• • •

的。这时系统中粒子的平均距离大于粒子

本身热运动能量的德布罗意波长。因此，我们预料这时量子效应应当是比较小的。

¶下面我们主要讨论体系的物态方程。根据前面的公式 (3.8)和 (3.10)，我们可以将体
系的物态方程写为：

pV

N̄kBT
=

g5/2(z)

g3/2(z)
. (3.13)

但是这并不是通常的物态方程的形式。为了得到通常的物态方程，我们需要将上式等号右

边的活度 z用变量 y（温度、数密度）来表达。根据公式 (3.8)，y和 z之间的关系为：

y = g3/2(z) ≡
∞∑
j=1

zj

j3/2
. (3.14)

当弱简并条件 y ≪ 1成立时，我们可以反解出活度 z作为 y的级数：

z = y − 1

23/2
y2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
y3 −

(
1

8
+

5

83/2
− 5

63/2

)
y4 + · · · . (3.15)

将这个结果代回到公式 (3.13)中，我们就得到了弱简并的理想玻色气体的状态方程：

pV

NkBT
= 1− 1

25/2
y −

(
2

35/2
− 1

8

)
y2 −

(
3

32
+

5

211/2
+

3

63/2

)
y3 − · · · . (3.16)

我们看到，弱简并理想玻色气体的状态方程与经典理想气体的状态方程相比有着偏差。上

面的式子就是对于气体密度的系统展开。当弱简并条件成立时，这些量子修正是小的。我

们还注意到，这种对于经典理想气体的偏差并不是
◦ ◦

由于动力学的相互作用引起的。我们

所研究的构成玻色气体的微观粒子之间完全没有任何物理的相互作用。即便如此，玻色

气体的压强也比具有同样温度和密度的纯经典理想气体的压强要小，仿佛玻色子之间有

等效的
◦ ◦ ◦

相互吸引似的。造成这个效应的根源是量子力学的全同性原理，换句话说，是由

于采取了不同于经典的统计法。因此，我们称这种关联为 统计关联
• • • •

，正是这种统计关联

使得理想玻色气体表现出一种等效的相互吸引。

14.2 玻色爱因斯坦凝聚

¶下面我们讨论极端强简并的情形，也就是 y 接近于 1或更大时的情况。如果温度

趋于零或密度很大时，按照 y 的定义式 (3.12)，y 的数值是可以任意大的；但是根据公
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式 (3.14)，y的数值永远不会大于 g3/2(1) = ζ(3/2)。造成这个矛盾的根源是由于气体的密

度 n与化学势的关系 (3.8)实际上在温度很低时是不正确的，必须重新考虑。正如我们在
推导公式 (3.3)时所提到的，这个公式中忽略了能量为零的单粒子态上的粒子对于系统物
理量的贡献。这个近似在温度不太低时是可以的。但是，随着温度的降低，化学势也不断

升高；3当温度降到某个临界温度 Tc 时，化学势变为非常接近于零。如果温度进一步降

低，由于化学势不可能成为正的，因此化学势实际上将不再变化而是维持在零。4 这时，

随着温度的降低，系统中就会有越来越大量的粒子凝聚到能量最低的单粒子态（基态）

上。直到绝对零度时，所有粒子都会凝聚到基态上。这种无相互作用系统中，宏观数量的

玻色子凝聚到能量最低的单粒子态上的现象就被称为玻色
• •

－爱因斯坦凝聚
• • • • • •

。玻色－爱

因斯坦凝聚可以看成是一种特殊的相变
◦ ◦
。

按照前面的分析，我们必须将单粒子的基态与激发态分开处理：基态对于巨配分函数

的贡献以求和的形式记入；激发态的贡献仍然可以用积分来替代求和：

logΞ = −2πV

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0
log(1− e−α−x)x1/2dx− log(1− e−α) . (3.17)

相应的粒子数为：

N̄ =
V

λ3
T

g3/2(z) +
z

1− z
≡ N̄ε>0 + N̄ε=0 , (3.18)

其中 z = e−α为体系的活度，而函数 g3/2(z)的定义由公式 (3.7)给出。容易验明，上式右
边的两项分别对应于位于单粒子激发态（即 ε > 0的所有态）和基态（即 ε = 0的态）上

的粒子数。

公式 (3.18)值得我们更细致的分析。首先，由于活度 z 满足 0 < z < 1，又由于对宏

观系统 N̄ ≫ 1，因此我们发现，只要 z 不是非常接近于 1，公式 (3.18)中的第二项－也
就是单粒子基态上的粒子数－都是可以忽略的。如果我们忽略第二项的贡献，我们就回

到了我们上一小节得到的结果，这时没有任何凝聚的发生。但是，如果 z ≃ 1−O(1/N̄)，

那么公式 (3.18)中的第二项就变得不可忽略了。但是由于第一项中 g3/2(z)对 z 的依赖在

z ≃ 1附近并不敏感，我们完全可以将其中的 z 宗量取为 1。因此，这时我们发现：处于

激发态的总粒子数目由:
N̄ε>0 =

V

λ3
T

ζ(3/2) , (3.19)

给出，而基态上的粒子数则由：N̄ε=0 = N̄ − N̄ε>0给出，或者等价地写为：

3注意玻色气体的化学势永远都是非正的。所以，我们说它升高，是指其绝对值趋于零。
4事实上，化学势仍然是负的，只不过非常接近于零。它与零的差别对于所有考虑的物理量都不

会造成实质的影响。
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n0(T ) = n

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

. (3.20)

其中的相变临界温度可以由下列条件决定：

nλ3
Tc

= ζ(3/2) ≃ 2.612 ,⇒ Tc =
2π

(2.612)2/3
~2

mkB
n2/3 . (3.21)

当温度 T 接近 Tc 时，基态数密度几乎是零；随温度降低，基态数密度也增加，直到零温

时，所有粒子都凝聚到基态上从而形成玻色－爱因斯坦凝聚。这是符合物理直觉的，因为

没有任何理由阻止多个玻色子同时占据一个量子态。这个现象首先是爱因斯坦经过理论

分析后提出的，但实验上的验证直到近几年才真正实现。

¶发生玻色－爱因斯坦凝聚后的其他物理量也可以类似求出，所注意的只是将基态的
贡献与其他态的贡献分开考虑。例如，利用关系：pV = kBT logΞ我们可以得到理想玻
色气体的压强 p，另一方面，由于我们总是有：pV = (2/3)U，我们同时也得到了体系的

内能。我们将它们统一写为：

p =
2

3

U

V
=


kBT
λ3
T
g5/2(z) = nkBT

g5/2(z)

g3/2(z)
T > Tc

kBT
λ3
T
ζ(5/2) = ζ(5/2)

ζ(3/2)nkBT
(

T
Tc

)3/2
T < Tc

(3.22)

注意，对于 T > Tc，这里的结果与上一小节的结果完全一致。其中的活度 z 也必须通过

公式 (3.8)反解为体系数密度和温度的函数（见公式 (3.15)处的讨论）。

从系统的内能出发并对温度求导数就可以求出系统的热容量：5

CV

NkB
=


15
4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
, T > Tc

15
4

ζ(5/2)
ζ(3/2)

(
T
Tc

)3/2
, T < Tc

(3.23)

也就是说，当温度在临界温度以下时，系统的热容量与 T 3/2 成正比。实际上可以证明：

在理想玻色气体的玻色－爱因斯坦凝聚相变中，系统的热容量是连续的。但是，热容量对

于温度的导数在临界温度左右不相等，有一个跃变。因此按照 Ehrenfest的定义，这是一
个三级相变。

¶虽然在理论上，爱因斯坦早就提出了出现这样的相变的可能性，但在实验上要验证
它却相当地困难。首先，它需要相当低的温度。人们曾在液氦的超流相变处发现了类似的

行为以致于怀疑液氦的超流相变可能是爱因斯坦提出的玻色－爱因斯坦凝聚相变。但后

来发现并不是。液氦的超流性是由于氦原子之间的相互作用
◦ ◦ ◦ ◦

引起的。而且，其相变的特

性是一个典型的二级相变而不是三级相变。随后，人们一直试图寻找一种真正玻色－爱因

5当 T < Tc 时的计算十分简单；当 T > Tc 时需要计算 ∂z/∂T。这可以从公式 (3.8)得到。

刘川
51



平衡态统计物理

斯坦凝聚的例子。实验上的困难就在于必须寻找一个系统，它的相变的起因完全是（或者

至少是主要是）由于统计关联
◦ ◦ ◦ ◦

而不是力学上的相互作用引起的。由于真实的气体总是具

有动力学的相互作用，因此要实现真正意义上的玻色－爱因斯坦凝聚，就必须使得气体足

够稀薄，以至于其原子或分子间的相互作用可以忽略。这实际上要求极低的温度。因此，

只有近年来低温技术（激光冷却和磁约束的技术）得到充分发展后，才可能在实验上实

现。当然，与此同时也产生了许多新的诺贝尔奖获得者。

15 黑体辐射

¶利用纯粹热力学的方法就可以证明辐射场的能量密度与温度的四次方成正比：

u = aT 4 . (3.24)

这被称为 Stefan-Boltzmann定律。6 这里我们将利用统计物理的方法来讨论平衡的辐

射场问题。这个问题可以从两个不同的角度来处理，所得到的结果是完全一致的。一个方

法是将空窖中的电磁场展开成 简正振动
◦ ◦ ◦ ◦

的叠加，这些简正模式正是平面波。每一个平

面波由它的波矢 k以及偏振方向 s描述，波矢 k的方向代表了平面波的传播方向，而它的
大小 k与电磁波的圆频率 ωk的关系为：

ωk = ck , (3.25)

其中 c为真空中的光速。在空窖中，波矢 k的每一个分量都是是量子化的。当然，如果空
窖的尺度 L很大，波矢实际上是准连续的。为简单起见，我们假定空窖是一个边长为 L

的立方体，运用周期边条件，7那么我们有：

k =
2π

L
n , (3.26)

其中 n是一个分量取整数的矢量。对于一个给定的 k，电磁波可以有 两个
◦ ◦

独立的偏振方

向。由于 k可以取无穷多个值，8 所以空窖中的辐射场是一个具有无穷多自由度（每个自

由度由一个固定的 k和确定的偏振方向 s描写）的力学体系。利用简正模式（或者说平面

波展开）的好处是，这些简正模式在统计上是相互独立的，没有相互作用，每一个模式都

是一个简谐振子。将这些谐振子量子化以后，电磁场的总能量可以写成：

E =
∑
k,s

(nk,s + 1/2) ~ωk . (3.27)

6关于这一点可以参考汪志诚先生的教科书 [1]中的第 §2.6节的讨论。
7实际上，如果运用更为复杂的边界，并不会影响我们得到的结论。
8也就是说，三维整数矢量 n ∈ Z3 可以取所有整数值。
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因此，黑体辐射可以看成是由不同的 k和 s的简正模构成的近独立子系。值得注意的是，

对于一个由 (k, s)所描写的简正模，它的圆频率只与波矢 k的大小有关（公式 3.25），与
波矢的方向、偏振 s等无关。

¶按照这种逻辑，对于一个给定的波矢 k和偏振 s，电磁场系统的正则配分函数 Z 可

以写为：

Z =
∑
{nk,s}

e−βE =
∏
k,s

zk,s ,

zk,s =
∞∑

nk,s=0

e−β(nk,s+1/2)~ωs(k) =
e−β~ωs(k)/2

1− e−β~ωs(k)
, (3.28)

因此，系统的总能量可以写成各个简正模式的贡献之和：

U =
∑
k,s

− ∂

∂β
log zk,s . (3.29)

对于偏振 s的求和只是贡献一个因子 2，同时利用在空窖中，波矢的大小在 k到 k+ dk中

的简正振动的个数： 8πV k2dk/(2π)3 = V
π2c3

ω2dω，我们得到空窖中圆频率 dω 范围内的

辐射场能量 U(ω, T )dω为：9

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3

e
~ω

kBT − 1
dω , (3.30)

这就是著名的普朗克黑体辐射公式。对圆频率积分就得到热力学中的能量密度的结果。

¶下面我们用另一种观点来讨论这个问题。我们不从简正模式出发，而是从简正模式
的激发－光子－的角度出发来研究黑体辐射。辐射场的振动模式的变化可以看成是不断

地吸收或发射光子的过程。所谓黑体辐射就是这些光子所组成的理想气体。由于光子可以

自由地被产生和吸收，将不再有光子数守恒的条件。与此相应，光子气体的化学势为零。

光子的能量 ε，动量 p与辐射场的圆频率 ω和波矢 k的关系是：

p = ~k , ε = ~ω = cp , (3.31)

也就是说，光子是零质量的粒子，它永远以光速运动。光子是玻色子，而且光子之间的相

互作用很弱，可以看成是理想玻色气体。10所以，在一个能级为 εl 上的平均光子数目为：

9实际上，还有一项对应于各个简正模式的零点能的贡献被扔掉了。这一项与温度无关，不参与

任何物理量的贡献。它只是影响能量的零点的选取（这一项积分后实际上是发散的）。
10在自由电子和正电子十分稀少的空间，光子与光子之间的相互作用是非常弱的。按照量子电动

力学的估计，最低级的贡献来自光子－光子散射过程，这个过程中交换虚的正负电子对。它对于

散射截面的贡献正比于 α4
EM，其中 αEM ∼ 1/137为电磁作用的精细结构常数。这是一个非常小

的量，因此将光子气看成理想气体是一个非常好的近似。
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āl =
ϖl

eβεl − 1
, (3.32)

其中 ϖl 为该单粒子能级所对应的简并度。由于我们假定空腔是具有宏观尺度的，这时光

子的能级是准连续的，我们只要求出光子的态密度就可以了。光子的自旋是 1，但是它的

自旋沿其运动方向的分量只能取 ±1两个值。11 简单的计算发现，空窖中在 ω到 ω + dω

之间的光子的量子态个数为： V
π2c3

ω2dω。将其乘以一个光子的能量 ~ω，我们马上得到在
相应频率范围内的辐射场能量的普朗克公式：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3

e
~ω

kBT − 1
dω , (3.33)

这就是普朗克（M. Planck）在 1900年发表的关于辐射场能量密度随频率分布的内插
公式。它在当时几乎完美地拟合了高频和低频的实验曲线。后来，爱因斯坦等人认真地考

虑了普朗克公式中提出的能量量子化的方案。从此，人类开始走出经典物理的笼罩，步入

一个全新的量子世界。

¶在高频极限下，普朗克公式变为：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3e

− ~ω
kBT dω , (3.34)

这正是维恩（W. Wien, 1864 - 1928）在 1896年提出的经验公式（后被称为维恩公式
• • • •

）。

它说明，在高频区域辐射场的能量随频率的分布指数地趋于零。这一特性从量子的观点也

是很好理解的。在高频区域，高频光子的能量远远大于热激发的平均能量尺度 kBT，因

此产生这样高频光子的几率非常之小。所以，这类高能光子对于辐射场的能量几乎是没有

贡献的，这正象气体分子的高振动能级被冻结，对热容量没有贡献一样。

在另一个极限，也就是低频极限下，我们得到：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
ω2kBTdω , (3.35)

所以辐射场的能量随频率的分布正比于 kBT，而且比例系数正好是在这个频率范围内的

振动模式数。也就是说，这恰恰是经典能均分定理的结果，它是瑞利（Rayleigh）和金斯
（Jeans）首先提出的，因此被称为瑞利

• •
－金斯公式

• • • •
。这个公式也被当时低频辐射的实

验所证实。

¶我们可以将普朗克公式对频率积分，得到辐射场的总能量：

11这一点与一般有质量的自旋是 1的粒子不同。其原因是光子所对应的电磁场具有规范对称性
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

。

这种规范对称性要求光子的自旋分量不能取零的值，而只能够取 ±1。用简正模的语言，这对应于

电磁波的左旋和右旋圆偏振。光子的自旋分量如果取零，对应于纵偏振的电磁波。电磁学的常识

告诉我们：自然界中并不存在纵偏振的电磁波。
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U =
π2k4B
15c3~3

V T 4 . (3.36)

即辐射场的能量密度与温度的四次方呈正比，而且其比例系数可以用自然界的基本常数

来表示，这是热力学理论无法预言的。著名的 Stefan-Boltzmann定律告诉我们，黑体辐射
的能流辐射强度为：J = c

4
U
V = σT 4，其中 Stefan常数 σ可以用自然界基本常数表达为：

σ =
π2k4B
60c2~3

. (3.37)

具体的数值计算得到的 σ的数值与实验上观测到的高度吻合。

显然，如果将能均分定理（或者说 Rayleigh-Jeans）的结果 (3.35)对圆频率积分，将
得到发散的结果。这一点被厄任菲斯特（P. Ehrenfest，1880－ 1933）称为紫外灾难

• • • •
，12

它说明对于辐射场应用经典统计将得到多么荒谬的结果。其实瑞利、金斯包括普朗克等

人都没有认为经典统计的结果可以应用于高频的辐射场。因此，从这个角度来讲，当时

（1900年左右）并没有什么紫外灾难之说。但不可否认的是，Ehrenfest后来的论证 13 使

得许多人相信：经典统计的确已经不能应用在辐射场这样的对象上了。经典的物理理论必

须变革，代之以全新的量子理论。

¶黑体辐射的普朗克公式的最为完美的验证并不是来自地球上的任何一个实验室，而
来自空间卫星关于宇宙微波背景辐射的观测。14 宇宙微波背景辐射，或者简称为 CMB
（Cosmic Microwave Background），可能是迄今为止宇宙大爆炸的最直接的实验证据。大
约在大爆炸发生后 30万年左右，宇宙冷却到原子可以稳定的存在。这时，宇宙空间中原
先存在的大量的自由电子被原子所俘获，组成了电中性的、稳定的原子。从这时起，原先

与自由电子剧烈反应（康普顿散射）的光子这时几乎可以自由地穿过宇宙空间而不被散

射。也就是说，仅仅从这时起，宇宙才“混沌初开”，开始变得“透明”起来。这个现象

在宇宙学中称为光子的脱耦
• •
。光子脱耦的时刻对于宇宙中的光子来说是一个十分重要的

时刻。从这时起，宇宙中的光子气开始可以用自由光子气体（或者说黑体辐射）来很好地

描述了。在微波背景辐射形成的时候，宇宙的温度（或者说微波背景辐射所对应的黑体辐

射的温度）还是很高的。随着宇宙的继续膨胀，到现在这个温度已经降低到大约 2.7K 左

右。来自卫星的辐射谱与普朗克的黑体辐射公式所预言的惊人地
◦ ◦ ◦

相符。其符合程度足以

将微波背景辐射的温度确定到 4 ∼ 6位有效数字。这种符合程度不仅仅超过了当年普朗克

的同事们验证普朗克公式的程度，而且远远超过了任何目前人工实验室中能达到的程度。

因为，任何的人工实验装置都仅仅是理想黑体辐射的一个近似，人们无法将外界的各种干

扰忽略。而宇宙的特点就是，它已经是一切，不存在宇宙之外的干扰。当然，CMB提供
给我们的物理信息远远不止验证黑体辐射这么简单，事实上，它可以看成是宇宙年轻时

12P. Ehrenfest，玻耳兹曼的学生。一个伟大的物理学家，一个不幸的灵魂。
13这个词汇最早出现在 1911年 P. Ehrenfest的论述之中，尽管他可能这之前就已经有类似的讨论
了。

14早期的观测卫星有 COBE卫星，最近又有WMAP，PLANCK卫星的观测。
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（只有 30万年，与目前宇宙 100多亿年比较，可以称为年轻）留下的一张旧照片，它可以
为我们研究早期宇宙的各种物理性质提供重要的实验证据。

16 固体的热容量

¶在经典的麦克斯韦－玻耳兹曼统计理论中，一个重要的结果就是能均分定理
• • • • •

。这

个定理应用于固体热容量，就得到了著名的杜隆
• •

-珀替定律
• • • •

，它告诉我们：固体的摩尔

热容量是一个常数 3R。实际固体的热容量在高温时
◦ ◦ ◦

都满足这个定律；但在低温时，几

乎都不满足这个定律。造成这个定律被违反的原因就是量子效应。

3.1 历史上，爱因斯坦是第一个研究固体（低温）热容量量子理论的人。他在早

期量子论方面的工作首先是在光量子方面（1905年），他提出了光是量子化的观念，解释
了光电效应。随后一年，也就是 1906年，爱因斯坦提出了他的固体热容量的量子理论，
第一次解释了固体热容量在低温时为什么会偏离经典的能均分定理（或杜隆 -珀替定律）
的预言。这个工作的伟大意义就在于，它诞生于量子论的初期，远早于量子力学的诞生

（1925年），甚至远早于玻尔的原子模型的诞生（1916年）。在 1906年，量子理论还处于
它的萌芽期。多数人都对量子理论抱悲观和怀疑的态度。实际上，就连提出量子论的普朗

克当时都对于量子论抱悲观态度。普朗克非常欣赏爱因斯坦的狭义相对论，并且是狭义相

对论的积极支持者。但他对于爱因斯坦在量子论方面的尝试曾经发表了非常悲观的评论。

直到 1913年，他还认为爱因斯坦发展量子理论是爱因斯坦的一个“失误”。由此可以看出
量子论在萌芽期的发展是多么地艰难。这也从一个侧面反映了爱因斯坦的固体热容量的

量子理论的伟大意义。可以毫不夸张地说，爱因斯坦的固体热容量量子理论是当时人们所

知道的寥寥无几的量子理论之一。

爱因斯坦假设固体中的原子的振动的 3N 个独立简正模式的振动频率都相等，将其圆

频率记为 ω。这些振子的能量为：15

εn =

(
n+

1

2

)
~ω . (3.38)

由于原子只是做小振动，它们是定域的、可分辨的。用我们现在的话来说，爱因斯坦将整

个固体系统看成是 3N 个可分辩的振子组成的近独立子系。对应于一个振子的子系配分函

数为：

z =

∞∑
n=0

e−β~ω(n+1/2) =
e−

β~ω
2

1− e−β~ω . (3.39)

整个系统的正则配分函数 Z = z3N，因此固体的内能为：

U = −3N
∂

∂β
log z = 3N

~ω
2

+
3N~ω
eβ~ω − 1

. (3.40)

15这个公式中的 1/2实际上在爱因斯坦的原先讨论中是没有的。不过这样一个常数仅仅影响能量

的零点的选取，对于热容量没有影响。
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由此，我们计算出固体的热容量为：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= 3NkB

(
~ω
kBT

)2 eβ~ω

(eβ~ω − 1)2
. (3.41)

于是，我们可以定义一个系统的特征温度：

θE ≡ ~ω
kB

, (3.42)

它称为固体的爱因斯坦温度
• • • • • •

。我们看到，当温度足够高时，即 θE << T 时，爱因斯坦理

论预言的固体热容量趋于常数 3NkB，与杜隆 -珀替定律刚好一致；反之，当温度很低时，
T << θE，爱因斯坦理论预言的固体热容量指数地趋于零。在图 3.1中，我们示意性地画
出了爱因斯坦理论中的固体热容量随温度的变化。实验上，固体的低温热容量的确随温度

图 3.1: 爱因斯坦关于固体热容量的量子理论的预言。当温度很高时，它回到经典的杜隆 -珀替定
律；当温度很低时，它指数地趋于零。这是人类关于固体热容量的第一个量子理论。

趋于零而趋于零，但是并不象爱因斯坦理论所预言的这么快（指数地），而是按照温度的

幂次趋于零。造成这种不一致的原因是因为爱因斯坦假设固体中的原子的所有
◦ ◦

振动模式

的频率都是相同的。这是一个过于简化的假设。实际上固体振动的频率是有一个连续分布

的。德拜（P.J.W. Debye）理论正是对于这一点进行了改进。但考虑到爱因斯坦理论是人
类历史上早期的几个量子理论之一，它在物理学上的意义已经远远超出了仅仅解释固体

的低温热容量这一范畴。因此，尽管爱因斯坦理论在定量地解释固体热容量上并没有德拜

理论成功，但是它在物理学中的重要意义应当说远在德拜理论之上。

¶爱因斯坦引入量子化的概念从而定性地解释了固体热容量在低温时趋于零地事实，
尽管定量上并不十分成功。真正的定量上比较成功的理论是由德拜（P.J.W Debye，1884
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－ 1966）完成的，不过那又是爱因斯坦提出固体热容量理论六年以后（1912年）的事情
了。

3.2 德拜（Peter Joseph William Debye），荷兰物理学家、化学家，后来加入美国
籍。1884年生于荷兰的Mastricht，后来在 Aachen工业大学学习深造并获得电机工程师。
1906年随导师 Sommerfeld去慕尼黑大学并在那里获博士（1908年）。1911年接替爱因斯
坦任苏黎士大学理论物理教授。后来又在德国、荷兰等多所大学任教。1934年，Debye
创立了 Max Planck物理研究所。由于他不肯加入德国籍与纳粹不合，1940年去美国任
Cornell大学化学系主任，后入美国籍。1966年病逝。德拜的贡献不仅仅在固体热容量方
面，他还对于 X射线衍射学、低温物理（他最先提出绝热去磁冷却的方法并获得 1K 以

下的低温）、分子极化、溶液理论等方面都做出了卓越贡献。他因此获得了 1936年的诺
贝尔化学奖。我们在第 22节中会介绍他关于稀薄等离子体的统计理论。这个理论可以应
用在化学溶液中。

当时，德拜刚刚接替爱因斯坦任苏黎士大学理论物理教授，便开始研究如何改进爱因

斯坦的固体热容量理论。他首先注意到，固体中的振动实际上与固体中的声波
◦ ◦

相对应，

因此，振动的频率与波长（或者说波数）是相互联系的。所以，固体振动的频率也不是一

个固定的常数，而是随波长（或者说波矢量的大小）有一个分布。当我们将固体中的声波

量子化以后，我们可以讨论激发的量子，它们被称为 声子
• •
；就象在黑体辐射中我们可以

讨论光子一样。于是，振动对于热容量的贡献可以等价的变为讨论声子气体的热容量问

题。声子也是玻色子，它的数目也是不守恒的，所以一切的讨论都和我们上一节中光子气

体的讨论类似。唯一的不同在以下几个方面：首先，声子的能谱和偏振与光子不同。对应

于一个给定的波矢 k，三维固体中的声波可以有三个不同的偏振方向：两个横偏振和一个
纵偏振。这两个不同偏振的声波在固体中的传播速度不同：

ω = clk , ω = ctk , (3.43)

其中 cl 和 ct 分别是固体中的纵声波声速和横声波声速。
16 一般说来，cl > ct，即纵波比

横波要快。所以，在圆频率 ω到 ω + dω之间声子（包括横声子和纵声子）的总量子态数

目是：

g(ω)dω =
V

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
ω2dω , (3.44)

这个数目也就是频率处在 ω到 ω + dω之间的固体的简谐振动的模式数。因此，与黑体辐

射不同的是，与固体所对应的总振动自由度数目不是无穷大，而应当等于三维固体的总的

振动自由度的数目：3N，其中 N 是构成固体的原子的数目。所以我们必须有：∫ ωD

0
g(ω)dω = 3N , (3.45)

16固体中的声速可以通过固体的弹性模量和密度计算出来。例如：cl =
√
E/ρ，其中 E 是固体

的杨氏模量，ρ是固体的密度。
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其中 ωD 是一个截止频率，称为 德拜截止频率
• • • • • •

。于是，固体的内能可以写成：

U = U0 +

∫ ωD

0
g(ω)

~ω

e
~ω

kBT − 1
dω (3.46)

现在我们引入无量纲变量：

y =
~ω
kBT

, x =
~ωD

kBT
≡ θD

T
, (3.47)

式中的 θD 称为固体的 德拜温度
• • • •

，它的数值必须由理论预言与实验相拟合得到。再引

入德拜函数
• • • •

D(x)：

D(x) =
3

x3

∫ x

0

y3dy

ey − 1
. (3.48)

于是，固体的内能可以十分简洁地写成：

U = U0 + 3NkBTD(x) . (3.49)

当温度很高时，T ≫ θD 或者说 x ≪ 1时，我们发现 D(x) ∼ 1。所以，当温度很高

时，固体的内能以及热容量就回到经典的杜隆 -珀替定律的结果，即：

U = U0 + 3NkBT , CV = 3NkB . (3.50)

在另一个极限下，也就是说温度很低时，x ≫ 1，我们可以将德拜函数定义中的积分上限

移到无穷大，所以 D(x) ∼ (π4/(5x3))。所以我们得到：

U = U0 + 3NkB
π4

5

T 4

θ3D
, CV = 3NkB

4π4

5

(
T

θD

)3

, (3.51)

这就是著名的德拜 T 3 律，它告诉我们固体的低温热容量随温度的三次方趋于零。这个预

言对于非金属固体非常好地与实验符合。金属固体的热容量在 3K 以上时，也符合得很

好，当温度进一步降低时，由于传导电子的贡献变得重要（参见第 17节），所以晶格振
动的热容量不能完全解释固体的热容量，必须要加上传导电子的贡献。

¶最后需要说明的是，德拜理论仍然是对于固体中声子能谱的一种 简化
◦ ◦

处理，它在

长波极限时很好地与实验吻合。但是对于波长较短的固体振动，并不能很好地描述。这方

面，可以采用更为复杂的理论模型的计算。另外，在实验上，可以通过中子散射实验
• • • • • •

来

测定固体中声子的态密度。这些属于固体物理中较为专门的课题，有兴趣的读者可以参考

固体物理学中的有关书籍。

¶象声子这样的物理对象与我们前一节讨论的光子有很多相似的地方，但是它们也
有着本质的区别。声子并不是所谓的基本粒子。它只是晶格振动的一种体现。它被称
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为准粒子
• • •

，或者称为元激发
• • •

。这个概念在凝聚态物理的多个方面有着广泛的应用。许

多系统的动力学自由度本身之间具有很强的相互作用，例如：固体的各个原子之间相互作

用是很强的。但是从这样具有强相互作用的基态上激发出的准粒子（例如声子）却往往相

互作用不强，在低温时它们往往可以看成是无相互作用的理想气体。因此，可以相当好地

用理想气体模型来近似。这样的概念也可以用来讨论更为复杂的量子流体（例如液氦、费

米液体等等）。

17 理想费米气体

这一节中我们讨论理想费米气体的性质。我们将首先讨论弱简并的理想费米气体，虽

然这并没有什么实际的物理系统相对应，但它有助于揭示由于统计所带来的关联；然后我

们讨论强简并的费米气体（Sommerfeld理论），多数金属中的电子在常温下可以近似地看
成是强简并的理想费米气体。

17.1 弱简并的理想费米气体

¶与讨论玻色气体的情形类似，我们假定我们研究的理想费米气体是非相对论性
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

的。

同时，我们首先考虑弱简并的情形，即：e−α ≪ 1。由于粒子的平动动能可以看成是准连

续的，体系的单粒子量子态的态密度仍然由公式 (3.2)给出。我们将对于单粒子态的求和
换成积分，理想费米气体的巨配分函数的对数为（参见第 12节中的公式 (2.69)）：

logΞ =
2π(2s+ 1)V

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0
log(1 + e−α−x)x1/2dx . (3.52)

由于是弱简并，我们可以将对数函数展开成级数并逐项积分得到：

logΞ =
(2s+ 1)V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

(−)j−1 e
−jα

j5/2
, (3.53)

N̄ =
(2s+ 1)V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

(−)j−1 e
−jα

j3/2
, (3.54)

U = − ∂

∂β
logΞ =

3

2
kBT logΞ , (3.55)

p =
1

β

∂

∂V
logΞ =

2U

3V
(3.56)

S = kB

(
5

2
logΞ + N̄α

)
. (3.57)

类似于理想玻色气体的情形，我们引进变量 y：

y =
N̄h3

(2s+ 1)V (2πmkBT )3/2
, (3.58)

60
刘川



平衡态统计物理

于是，当 y很小时，我们可以解出：

e−α = y +
1

23/2
y2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
y3 +

(
1

8
+

5

83/2
− 5

63/2

)
y4 + · · · , (3.59)

并带入热力学公式 (3.56)得到：

pV

NkBT
=

2U

3NkBT
=

logΞ
N

= 1 +
1

25/2
y −

(
2

35/2
− 1

8

)
y2 +

(
3

32
+

5

211/2
+

3

63/2

)
y3 − · · · .(3.60)

注意，这个公式与玻色子的相应公式 (3.16)极为类似，只要将 y的符号换一下就可以从一

个公式得到另一个。与玻色子类似，我们再一次看到了所谓的统计关联
• • • •

现象：理想费米

气体的压强，比具有同样温度和密度的经典理想气体的压强要大，仿佛构成理想费米气体

的粒子之间有一个等效的排斥作用，这种等效排斥作用实际上源自泡利不相容原理。

真实世界中弱简并的理想费米气体的例子并不多，也许在宇宙早期温度很高时的正

负电子气体可以近似看成是弱简并的理想费米气体。我们日常见到的，例如所有金属在常

温时的情况，实际上都可以近似地看成强简并的理想费米气体。

17.2 强简并的理想费米气体

¶作为强简并理想费米气体的一个例子，我们在这一小节中讨论金属中的电子气体。
将金属中的电子看成是自由的

◦ ◦ ◦
电子气体本身是一个近似。这种近似显然只能够用于金属

中的巡游电子
• • • •

。一般来说，构成金属的原子的内层电子不会是巡游电子。它们被原子实

紧紧束缚着，显然不能够看成是自由电子。如果我们仅仅考虑巡游电子，同时我们作为一

个初步的近似，忽略巡游电子与原子实之间的相互作用，同时忽略巡游电子之间的库仑相

互作用，我们就得到了一个关于金属中巡游电子的理想费米气体模型，它被称为索莫非
• • •

（ Sommerfeld）模型
• •
。17 索莫非模型的意义在于，它可以看成是固体电子论的最初级近

似。如果在它的基础上在考虑电子与晶格的相互作用，我们就可以得到能带论
• • •

；如果再

考虑了电子－电子相互作用，我们实际上就得到了一个强关联的多体理论（一个非相对论

性的量子场论）。

简单的数量级估计就可以发现，在常温以下的多数金属中的巡游电子都是强简并的。

例如，如果我们利用上一节中的 y的定义，我们不难估计出：y ∼ 107/T 3/2，其中温度 T

17你可能会觉得这样的近似方法近乎 “疯狂”。的确，如果你对金属中电子与原子实，或者是电
子与电子之间的库仑相互作用做一个数量级的估计，你会发现它们是相当大的。但是另一方面，

索莫非模型的确可以解释金属的许多性质。这件事一直困扰了物理学家相当多年。
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以K 为单位，并且我们利用了典型的金属的密度。于是，当温度大约是 300K 时，y的数

值大约是 3400，远远大于 1。所以，在一般温度下，金属中的巡游电子必须
◦ ◦

看成是强简

并的费米气体来处理。这个工作首先是索莫非完成的。他利用量子统计的费米分布，首先

讨论了金属中的巡游电子的物理性质，相当完美地对金属的多种性质给出了合理的解释。

3.3 Sommerfeld主要澄清了当时的金属理论（称为 Drude模型）与实验上的矛盾。
Drude模型是一个基于经典统计

◦ ◦ ◦ ◦
的自由电子气体模型。它与 Sommerfeld模型的区别就在

于不是利用费米分布，而是用经典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布。按照这个模型，金属的电

导率 σ、热导率 κ满足一个简单的关系：κ/(σT ) = 2k2B/e
2，其中 e为电子电荷。这个定

律被很多实验所证实，被称为Wiedermann-Franz定律。但唯一的遗憾是，实验上测出的
比值要比 Drude模型预言的大 50%左右。Sommerfeld首先运用费米分布研究了这个问题，
他证明经典的 Drude模型的预言是错误的，比例系数应当是：κ/(σT ) = π2k2B/(3e

2)，恰

好比原先的结果大约大 50%。我们知道如果一个理想费米气体可以看成是弱简并的，那
么利用经典的麦克斯韦－玻耳兹曼分布将是一个不错的近似。但是，正如我们上面估计

的，通常温度下的金属中的巡游电子一定是强简并的。这就是为什么索莫非模型与 Drude
模型有着巨大的区别。

¶如果温度为零，那么费米分布随能量的依赖关系其实十分简单，就是一个阶梯函
数。具体的说，当能量小于化学势时，所有的量子态上的粒子数为 1，而当能量大于化学

图 3.2: 低温时费米分布函数随能量的变化。在能量远离化学势时，分布函数仍然接近于阶梯函
数；在化学势附近 kBT 的范围内，分布函数由 1变为 0。

势时，所有的量子态上的粒子数为 0。当温度比较低时，也就是 µ/(kBT ) ≫ 1，费米分布

的分布函数基本上仍然类似于一个阶梯函数。只是在 |ε− µ| ∼ kBT 的范围内分布函数从

1快速地变为 0，参见图 3.2。
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首先研究一下零温
◦ ◦

时的情形是很有帮助的。在零温时，所有能量低于化学势的系统

的量子态都被填充。所以，零温时的化学势 µ0与系统的粒子数有简单的关系：

N =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε , (3.61)

注意这里的态密度是公式 (3.2)的两倍是因为我们考虑了电子的自旋，(2s+ 1) = 2。将上

式积分出来，我们就得到了零温时的化学势 µ0：

µ0 ≡ εF =
~2

2m

(
3π2n

)2/3
, (3.62)

其中，我们引进了符号 εF，它称为 费米能量
• • • •

，来表示零温时的化学势。式中 n = N/V

代表自由电子的数密度。

费米能量是一个非常重要的概念。由于 Pauli不相容原理的影响，零温时全同费米子
系统的基本图像是，每个粒子都试图从最低可能的单粒子能级一直向上填充，直至某个能

量 εF。高于该能量的单粒子能级都是空的，而低于该能量的单粒子能级都是填满的。粒

子所填充到的最高的单粒子能量就是费米能量，又称为费米面
• • •

（类比于海平面）。对于

自由的非相对论性的费米子来说，其动量空间（或者 k空间）的等能面为一球面。因此人
们又称之为费米球

• • •
。18费米球的“半径”称为费米动量

• • • •
：

pF ≡ ~kF = ~(3π2n)1/3 . (3.63)

其中 kF 称为费米波矢
• • • •

。类似定义的量还有所谓的 费米速度
• • • •

：vF ≡ pF /m。因此费米能

量可以等价地写为：εF ≡ p2F /(2m) ≡ ~2k2F /(2m) ≡ (1/2)mv2F。

与玻色子体系不同的是，零温时，理想费米气体的能量不为零，而是等于：

U =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)3/2ε3/2dε =

3

5
NεF . (3.64)

如果我们将典型的金属中的自由电子的数密度、电子质量等常数带入，不难估计出零温时

金属中电子的费米能量的数量级。我们再次发现：即使在常温时，ε/(kBT ) ∼ 300，这说

明，常温时的热激发能量远小于费米能量，所以这个理想费米子系统是强简并
◦ ◦ ◦

的。同样

的，零温时费米气体的压强也不为零，事实上我们可以用

p =
2

3

U

V
=

2

5
nεF , (3.65)

18如果考虑金属中电子与原子实构成的晶格之间的相互作用，那么电子的单粒子能级 ε(k)将不
再是球面，而是波矢 k的一个复杂的函数。它称为该粒子的能带。这时费米面的概念仍然可以运
用，只是它不再是球面。具体的例子可以参见固体物理。
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得到体系的压强。这个压强一般称为费米气体的简并压
• • •

。

¶下面我们讨论温度不为零的情形。如前所说，我们将讨论温度不太高的情形，也就
是说仍然有： εF ≫ kBT。这时，我们可以做一个低温展开。系统的粒子数和能量可以写

成：

N =
4πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε1/2dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (3.66)

U =
4πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε3/2dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (3.67)

我们发现，这些物理量都可以写成下述的积分形式：

I =

∫ ∞

0

η(ε)dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (3.68)

其中对于粒子数和能量，函数 η(ε)分别为 cε1/2 以及 cε3/2，而 c = 4πV
h3 (2m)3/2 是一个常

数。

Sommerfeld首先证明了，积分 (3.68)在低温时，具有下列的展开式：19

I =

∫ µ

0
η(ε)dε+

π2

6
(kBT )

2η′(µ) +
7π4

720
(kBT )

4η′′′(µ) + · · · , (3.69)

这个展开式因此被称为 索莫非展开
• • • • •

。利用索莫非展开，我们就得到了有限温度时粒子数

和能量的表达式：

N =
2

3
cµ3/2

[
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2
]

, (3.70)

U =
2

5
cµ5/2

[
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2
]

. (3.71)

上面的第一个式子给出了温度不为零时的化学势，将常数 c的数值带入，我们得到：

µ = µ0

[
1− π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

. (3.72)

将此式带入能量的表达式 (3.71)，我们得到：

U =
3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

. (3.73)

19也许有的同学注意到了，这个展开式的系数是所谓的伯努利数（ Bernoulli numbers）。如果你
没听说过这个名称，就不必介意了，反正不影响什么。
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这个式子的一个重要的结果就是巡游电子对于金属 热容量
◦ ◦ ◦

的贡献：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= NkB
π2

2

(
kBT

µ0

)
, (3.74)

即巡游电子在低温时对金属热容量的贡献与绝对温度成正比。由于在常温下 kBT ≪ µ0，

所以在常温
◦ ◦

下，传导电子的热容量的贡献比起离子振动的热容量要小很多，可以忽略。

但是在低温时，按照德拜理论，离子振动的热容量随 T 3 趋于零，而巡游电子的热容量仅

仅按照 T 趋于零。所以在足够低
◦ ◦ ◦

的温度时（对于多数金属这个温度大约是几个开尔文），

巡游电子对金属热容量的贡献就开始变得重要了。公式 (3.74)与经典统计结果的区别是十
分显著的。按照经典统计的结果，传导电子也要参与能均分。所以，巡游电子对于金属热

容量的贡献应当数量级为 NkB。但在实验上金属的热容量在常温时很好地符合杜隆－珀

替定律，根本看不到巡游电子的贡献，似乎金属热容量几乎完全由离子振动给出。这在

经典的麦克斯韦－玻耳兹曼统计中是无法解释的。Sommerfeld首先运用量子的费米分布，
解释了这个现象的原因。按照费米分布，并不是所有的电子都可以被热激发的。如果温度

不够高，kBT 远小于费米能量时，只有在费米能量附近的、kBT/µ0比例的电子可以被热

激发从而参与能均分。其余的绝大部分电子都被深深地埋在费米能量以下。在那里，所有

量子态都被占据，因此，泡利不相容原理阻止了这些电子进行小能量差的跃迁。所以，对

于金属热容量有贡献的只是费密面附近的那 “一小撮”电子，从而巡游电子对金属热容量
的贡献的数量级应当是 NkB(kBT/µ0)，这个估计与严格的公式 (3.74)完全相符。

17.3 磁场中的强简并理想费米气体

¶本小节中我们讨论在外加磁场中的强简并理想费米气体的磁性质。我们讨论理想费
米气体近似下的强简并电子气。这个系统具有十分重要的意义，它可以作为金属或半导体

中磁性质的一个近似描述，虽然真实的金属或半导体中的磁性质的贡献不仅仅局限于电

子气。为明确起见，本小节中我们假定外加的均匀磁场沿着 +z的方向且大小为 B0。

在一个弱的外磁场中的电子的磁性质会存在两方面的贡献：一方面，每个自由电子都

具有正比于其自旋角动量的磁矩（参见第 7.1小节的公式 (2.10)）。这些磁矩在外磁场的作
用下会倾向于顺着磁场而排列，这就导致所谓的泡利顺磁性

• • • • •
。另一方面，我们知道在磁

场中运动的经典的电子会按照其经典轨道做螺旋运动。这种螺旋运动经过量子化后的结

果就是电子会占据一系列类似谐振子的能级，这些能级被称为朗道能级
• • • •

。朗道能级上的

电子实际上会产生抗磁性，这被称为朗道抗磁性
• • • • •

。

¶泡利顺磁性的理论很容易用我们前一小节给出的强简并理想费米气体的图像给出。
在没有加外磁场时，按照前面的公式 (3.61)，自由电子的能态密度 g(ε)dε为：

g(ε)dε =
4πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε
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注意这个态密度是自旋向上和自旋向下电子态密度之和。换句话说，如果我们仅仅考虑一

个自旋取向的自由电子态密度，我们有：

g+(ε) = g−(ε) =
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2 (3.75)

而总的态密度是两者之和：g(ε) = g+(ε) + g−(ε) = 2g+(ε) = 2g−(ε)。

当我们加上一个沿着 z 轴的外磁场时，这时自旋向上和向下的电子的能级会发生劈

裂：

ε± =
p2

2m
± µBB0 . (3.76)

其中 ±分别对应于自旋向上（顺着磁场）、向下（逆着磁场）的能量。20换句话说，自旋

向下的电子具有稍小的能量。由于 µBB0为常数，因此自旋向上或向下的电子的态密度仍

然由 (3.75)给出，只不过其宗量分别有一个向下、向上的平移罢了。作为零温时的电子气
系统，它具有一个共同的化学势 µ。因此我们有：

N± =

∫ µ

±µBB0

g±(ε∓ µBB0)dε . (3.77)

令积分变量 ε′ = ε∓ µBB0后可以将上式等价地写成：

N± =

∫ µ∓µBB0

0
g±(ε)dε (3.78)

化学势 µ仍然由下式确定：

N ≡ N+ +N− =
4πV

3h3
(2m)3/2

[
(µ+ µBB0)

3/2 + (µ− µBB0)
3/2
]
. (3.79)

在一般的应用中，磁场往往是比较小的：µBB0 ≪ µ。因此在零级近似下，化学势（费米

能）µ与粒子数密度的关系与没有外磁场时完全一样，由公式 (3.62)给出。下一级的修正
至少是 (µBB0/εF )

2的量级。只要磁场不是特别强，这一般都是可以忽略的。21

虽然磁场对总的粒子数影响极小，但是它会影响自旋向上、向下的粒子数只差。这个

差值正好给出体系的净磁矩，而单位体积内的磁矩就是磁化强度：

M =
1

V
(µB)(N− −N+) (3.80)

=
4π

3h3
(2m)3/2µ3/22 · 3

2
µB

(
µBB0

µ

)
(3.81)

=
3nµ2

B

2εF
B0 . (3.82)

由此我们得到电子气的磁化率：

20注意，电子的磁矩的方向与它的自旋角动量是正好相反的，因为它带负电！参见第 7.1小节的
公式 (2.10)。

21一个有用的估计是记住玻尔磁子的大小：µB ∼ 5.79 × 10−5eV /T。也就是说对于一个特斯拉

的磁场，µBB0 也只有大约 10−5 电子伏。但是一般金属中电子气的费米能大概是几个电子伏。
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χpara. =
3nµ2

B

2εF
. , (3.83)

这就是所谓的泡利顺磁性
• • • • •

（Pauli paramagnetism）的磁化率。

¶泡利顺磁性仅仅考虑了电子的自旋引起的磁矩，没有考虑到电子轨道的影响。事实
上，一个经典的、非相对论性的电子（假定忽略其自旋磁矩与外场的相互作用）在一个外

加静磁场中的哈密顿量可以写为：

H =
1

2m

(
P− e

c
A
)2

, (3.84)

其中 A是描述磁场的矢势
• •
，P为粒子的正则动量

• • • •
，p = P− (e/c)A则为其机械动量。22

对于一个经典的粒子在磁场中的运动情况我们已经知道，它的运动模式为沿着磁场方向

的匀速平移运动，再叠加上在垂直磁场平面内的匀速圆周运动。该匀速圆周运动的频率，

称为带电粒子的回旋频率
• • • •

（cyclotron frequency）的表达式为：

ωB =
eB0

mc
, (3.85)

在量子化之后，沿磁场方向的匀速平动继续保持，而在垂直平面内的回旋运动变为一个具

有圆频率 ωB 的谐振子。该粒子的能级可以写为：
23

ε =
p2z
2m

+

(
n+

1

2

)
~ωB , (3.86)

其中 pz 为粒子沿着磁场方向的机械动量，它是一个守恒的量子数；n则标志了谐振子的

能级。这就是著名的 朗道能级
• • • •

（Landau level）。

现在我们简单分析一下，在加上外磁场后量子的电子气对磁场的响应。原则上我们需

要计算体系的巨配分函数的对数 lnΞ，或者等价地说巨势 J = −kBT lnΞ。正如我们前面
分析的，假定磁场不是很强，因此体系的粒子数密度与化学势（费米能）之间的关系基本

维持不变。我们需要考虑的是 J 中包含磁场的部分的修正。体系的磁化率可以表达为：

χ =
1

V

∂2

∂B2
0

(kBT lnΞ) . (3.87)

详细的计算给出 (细节参见 [4])：

kBT lnΞ =
2

5
NεF

[
1− 5

32

(
~ωB

εF

)2
]

. (3.88)

这个表达式的首项就是没有磁场时的结果：kBT lnΞ = (2/3)U = (2/5)NεF；第二项恰恰

体现了磁场的影响。将其带人磁化率的表达式后我们得到：

22我们看到虽然动能表达式仍然是 p2/(2m)，但是它与正则动量的关系则不同了。注意到在量子

化的过程中，在相空间中与粒子的坐标形成固定体积相格的是正则动量而不是机械动量。
23参见任何一本量子力学教材，例如 [6]。
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χdia = −n
µ2
B

2εF
, (3.89)

其中的负号说明体系是抗磁的，这就是所谓的朗道抗磁性
• • • • •

。对于一个自由电子气系统，

泡利顺磁性和朗道抗磁性同时存在。系统的真正磁响应是两者的叠加。由于泡利顺磁性更

大，因此总体上自由电子气体现出顺磁性。比较公式 (3.83)和公式 (3.89)我们发现，两者
有一个十分简单的关系：

χdia = −1

3
χpara . (3.90)

这个关系仅对
◦ ◦

自由电子气是正确的。对于固体中的电子气来说，电子与晶格的相互作用

可以很好地用电子的有效质量m∗
e 来刻画。这时上面的关系可以写为：

χdia = −1

3

(
me

m∗
e

)2

χpara . (3.91)

这个公式可以很好地描写固体能带中的电子气的磁性质。由于有效质量m∗
e 可以显著地不

同于真空中电子的质量me，因此朗道抗磁性的贡献可以超过泡利顺磁性的贡献从而使系

统整体上体现出抗磁性。24

相关的阅读

我们这里对于量子统计的讨论仅仅限于近独立的系统，或者说没有相互作用的量子

系统。近年来随着玻色－爱因斯坦凝聚的实验进展，对于理想玻色气体的讨论显然是十分

有意义的。对于费米气体的讨论，特别是强简并费米气体的讨论，我们仅仅讨论了金属中

的电子气体。其它的应用还有很多，例如天体物理中的白矮星、中子星的问题，有兴趣的

读者可以参考 [12]中的讨论。

24固体的磁性质则更为复杂，还可以包括其原子实的贡献。
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第四章 经典流体

章

• 理想气体及其热容量（ 18）

• 混合理想气体（ 19）

• 非理想气体的状态方程（ 20）

• 液体的热力学性质（ 21）

• 稀薄等离子体的统计性质（ 22）

一章中，我们将着重讨论 经典流体
• • • •

，它实际上包含了十分丰富的物理对象，例

如我们日常生活中遇到的气体和液体。我们称之为经典
◦ ◦
，主要是指我们将利用

经典的统计而不是量子统计。正如我们多次指出的，物质世界本质上是量子的。即使对于

我们下面要讨论的最为经典的对象，例如经典理想气体，我们也会发现，要合理地解释经

典理想气体的热容量，也需要量子力学的知识。在本章中，我们将首先利用正则系综的方

法讨论一下经典理想气体，特别是它的热容量；然后，我们利用巨正则系综来讨论混合理

想气体的性质。对于经典非理想气体的讨论是本章中的重点、也是难点之一，我们将介绍

经典的Mayer集团展开理论。随后，我们将简单介绍液体的统计物理处理方法。随着近
年来软凝聚态物理的发展，对这些内容做一些基础的介绍还是有意义的。最后，我们将讨

论德拜关于强电介质溶液的理论。
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18 经典理想气体

18.1 单原子分子理想气体

¶我们首先考虑由 单原子分子
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

组成的经典理想气体。一般来说，惰性元素原子组成

的稀薄气体在常温下通常可以看成是单原子分子的理想气体。这类系统的能量仅仅包含

所有粒子的平动动能：

E =

N∑
i=1

p2i
2m

, (4.1)

其中 pi 是第 i个分子的平动动量；m为该分子的质量。由于系统的能量是各个分子能量

之和，系统的正则配分函数 Z 就是各个子系统配分函数 z的乘积：

Z =
∑
S

e−βES =

(∑
s

e−βεs

)N

= zN . (4.2)

我们考虑气体分子处在一个宏观大小的容器中。我们可以估计出气体中每个分子的典型

能级间隔大小：

∆ε ∼ ~2

mL2
,

只要对于不太低的温度和宏观的尺寸 L，我们发现都有： ∆ε << kBT，所以粒子的能量

可以看成是准连续的。于是，我们可以将单原子分子理想气体的正则配分函数写成：

Z =
1

N !h3N

∫
e−

β
2m

∑N
i=1 p2i d3rid3pi . (4.3)

需要指出的是，上面式子中的因子 1/N !是考虑到气体分子的全同性所引入的。它可以说

是量子力学的全同性原理在经典极限下的一个“遗迹”。1对于坐标的积分可以积出得到

体积 V，剩下的动量部分的积分都是高斯积分。完成这些积分我们得到：

Z =
1

N !
zN , z = V

(
2πm

βh2

)3/2

. (4.4)

其中 z是与一个分子相对应的子系配分函数
• • • • • •

。

¶按照压强的统计力学公式 (2.37)，很容易求出单原子分子理想气体的压强：

p =
1

β

∂

∂V
logZ =

NkBT

V
, (4.5)

1这个因子首先是吉布斯首先引入的。他引入这个因子是为了解决所谓的“吉布斯佯谬”。如果

没有这个因子，那么系统的熵将不是一个广延量从而会产生“吉布斯佯谬”。参见第 19节中关于
混合熵的讨论。
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也就是说，这种气体满足理想气体状态方程。按照内能的统计物理公式 (2.35)，我们有：

U = − ∂

∂β
logZ =

3

2
NkBT , (4.6)

与经典能均分定理的结论一致。由此我们看到单原子分子气体的摩尔热容量是常数：

3R/2。类似地，系统的熵可以按照熵的统计物理公式 (2.40)求出：

S =
3

2
NkB logT +NkB log

V

N
+

3

2
NkB

[
5

3
+ log

(
2πmkB

h2

)]
. (4.7)

它满足熵是广延量的要求。

18.2 双原子分子理想气体及其热容量

¶下面我们来看一下双原子分子理想气体。这是一个比单原子分子复杂得多的系统。
这时，系统的能量由分子的平动动能 ε(t)、转动动能 ε(r)和振动能 ε(v)分别贡献：

E =

N∑
i=1

ε
(t)
i + ε

(r)
i + ε

(v)
i . (4.8)

由于总能量是各分子能量之和，所以系统的正则配分函数仍然可以写成：

Z =
1

N !
zN , z = z(t) · z(r) · z(v) , , (4.9)

其中 z 是一个分子的子系配分函数，z(t)、z(r) 和 z(v) 分别是与一个分子的平动、转动和

振动对应的子系配分函数。平动部分的子系配分函数 z(t) 与单原子分子的子系配分函

数 (4.4)是相同的。需要注意到的一点是，系统配分函数 Z 对于体积的依赖仅仅来源于平

动部分。因此，不需要对转动和振动部分进行任何具体的计算，我们立刻发现：双原子分

子理想气体的压强仍然由理想气体状态方程给出。

¶与气体的压强相比，双原子分子气体的内能和热容量
◦ ◦ ◦

则要复杂许多。这时，必须

考虑气体分子的转动和振动对热容量的贡献。气体的热容量问题一直是统计物理历史发

展中倍受关注的问题，它也是验证统计物理理论的试金石。在 1860年麦克斯韦提出他的
著名的速度分布律时就发现，理论预言的气体热容量并不能完全解释所有实验的结果。但

不容否认的是，理论预言的确与大多数
◦ ◦ ◦

的实验结果吻合。这件事一直困扰着经典统计物

理家们很久。一直到量子力学诞生，人们才认识到，那些理论与实验的不吻合完全是因为

不恰当地应用了经典力学的结果。如果运用量子力学的方法，则所有理论的预言与实验高

度地一致。而那些纯经典统计的理论预言与实验吻合得好的例子，恰恰是量子效应不显
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著，我们期待经典物理应当适用的例子。下面我们将从量子的
◦ ◦ ◦

玻耳兹曼分布出发来研究

双原子分子理想气体的热容量，并讨论何时可以回到经典的能均分定理的结果。

¶根据热力学公式，双原子分子理想气体的内能也可以写成平动、转动和振动部分的
贡献之和：

U = −N
∂

∂β
log z = U (t) + U (r) + U (v) . (4.10)

相应的，双原子分子理想气体的热容量也可分为三部分之和：

CV = C
(t)
V + C

(r)
V + C

(v)
V . (4.11)

我们前面已经分析过，只要气体处在宏观的容器中并且温度不太低，气体分子的平动能级

总是可以看成是准连续的，所以完全可以用积分代替求和。因此气体分子的质心平动部分

对热容量的贡献正如经典统计中能均分定理所预言的，即： C
(t)
V = 3

2NkB。

¶下面我们考虑双原子分子的振动。如果我们将双原子分子的振动看成是简谐振动
◦ ◦ ◦ ◦

，

2设其圆频率为 ω，按照量子力学，分子振动的能量是量子化的，因此振动部分的子系配

分函数应当用对于所有振动态的求和
◦ ◦

而不是积分来计算。简单的计算表明，振动部分对

于内能的贡献是：

U (v) =
N~ω
2

+
N~ω

eβ~ω − 1
. (4.12)

我们看到，振动部分对于内能的贡献依赖于振动的特征能量 ~ω 与 kBT 之比。在通常温

度（不太高）下，由于对于一般的双原子分子都有 θv ≡ ~ω/kB >> T，其中 θv 称为分子

振动的振动特征温度
• • • • • •

，其量级一般为 103K，3远大于通常的室温。于是我们得到分子的

振动对于热容量的贡献为：

C
(v)
V = NkB

(
θv
T

)2

e−
θv
T , (4.13)

也就是说，振动部分对于气体热容量的贡献指数地趋于零。在通常温度下，气体分子的振

动对于其热容量的贡献是非常小的。这实际上是能级量子化后的典型行为，我们在第 16
节中讨论固体热容量的爱因斯坦理论是也得到类似的行为。从物理上讲，这意味着气体分

子的振动能级的间隔 ~ω 远远大于 kBT，所以，分子被激发到高振动能级的几率几乎为

零。也就是说，所有的振动模式都被 冻结
◦ ◦

在基态上，从而对于系统热容量没有贡献。事

2分子的振动是一个比较复杂的量子力学问题。在简谐近似下，它可以按照分子的对称性分为多

个简正模式
• • • •

，每一个模式具有一定的频率。这些频率可以通过分子的光谱线来测定。对于双原子

分子来说，它的振动只有一个自由度，因此只有一个振动本征频率。
3下面的数量级估计有助于我们了解分子的振动特征温度。一般来说，分子振动的特征能量为

10−1eV，相当于 103K 左右。这就决定了多数气体分子的振动特征温度是这个数量级。
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实上，对于大多数的气体分子，由于它们的振动特征温度都相当大，以至于当温度不太高

时，振动自由度根本不参加能量均分，从而对气体的热容量没有明显贡献；如果温升高到

103K 以上时，这些分子往往又已经变得不稳定，可能分解为原子。因此对于这类分子构

成的气体，它们的振动自由度完全对热容量没有可观的贡献。当然，例外也是有的。如果

气体分子的某个振动模式的固有频率格外的低，这时，与该频率对应的振动特征温度也特

别低。于是这种振动模式可以对气体的热容量有可观的贡献。

¶最后我们讨论双原子分子的转动对热容量的贡献。与分子的振动不同，分子的转动
所对应的特征能量一般是小于室温时的 kBT 的。我们首先以异核的双原子分子（例如：

HCl，CO等）为例，来说明转动自由度对于气体热容量的贡献。按照量子力学，一个双
原子分子转动的能级为：

ε(r) =
j(j + 1)~2

2I
, (4.14)

其中 j = 0, 1, · · · 称为 转动量子数
• • • • •

，它标志了双原子分子的角动量；I 是分子的转动惯

量。这个能级的简并度是 2j + 1。所以，分子转动部分的子系配分函数为：

z(r) =
∑
j

(2j + 1)e
− j(j+1)~2

2IkBT =
∑
j

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T , (4.15)

其中我们引入了分子的转动特征温度
• • • • • •

θr ≡ ~2/(2IkB)，它依赖于分子的转动惯量。实验

上，可以通过分子的光谱线的测量来确定。对于大多数双原子分子来说，它们的转动特征

温度一般是 100 − 101K 的数量级。因此，在通常室温情形下，我们有 T >> θr。这意味

着，分子的转动能级可以看成是准连续的。也就是说，上式中的求和可以用积分来替代。

如果令 x = (θr/T )j(j + 1)，那么，dx = (θr/T )(2j + 1)（因为 dj = 1）。所以，我们得

到：

z(r) =

∫ ∞

0

T

θr
dxe−x =

2I

β~2
. (4.16)

由此，我们得到双原子分子转动自由度对于其内能的贡献为：

U (r) = −N
∂

∂β
log z(r) = NkBT ,

C
(r)
V = NkB . (4.17)

这正是经典统计中能均分定理的结果：双原子分子的两个转动自由度各贡献 1
2kBT 的能

量，或者说，各贡献 1
2kB 的热容量，所以经典统计中，双原子分子的转动自由度对摩尔

热容量的贡献为 NAkB = R。

如果气体的温度比较低，接近气体的转动特征温度，那么转动配分函数 (4.15)中分子
转动能级的分立性将变得显著。这时我们不能用积分来代替求和，于是分子转动对于热容
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量的贡献也将明显地偏离能均分的结果。这种偏离完全是由于分子转动能级的量子效应

造成的，因此是利用纯经典物理无法解释的。对于分子转动配分函数 (4.15)的数值计算表
明，考虑了量子力学效应以后的结果完全可以与实验的结果很好地吻合。这就回答了当年

困扰麦克斯韦和玻耳兹曼的问题。

¶如果双原子分子的两个原子核是相同的，例如 H2，O2 等，那么量子的全同性原理

还将要起作用。其结果是会影响到双原子分子的转动量子数 j 的可能取值，使得它与双原

子分子的两个原子核的核自旋
◦ ◦ ◦

位形发生关联。这可以说是一种十分奇特的关联现象。

以 H2 分子为例，它可以有两种核自旋的位形，一种是两个氢核的核自旋平行，这

种氢被称为 正氢
• •
（Orthohydrogen）；另一种是两个氢核的核自旋反平行，这种氢被称

为仲氢
• •
（Parahydrogen）。两种氢的分子相对稳定，很难互相转换。在通常自然界的氢气

中，正氢占 3/4；仲氢占 1/4。全同性原理要求，仲氢分子的转动量子数 j 只能取偶数；

正氢分子的转动量子数 j 只能取奇数。4因此，如果温度接近分子的转动特征温度，这时

分子转动能级的分立性是可观的，正氢和仲氢的转动部分的配分函数也应当分别来求。我

们用 z
(r)
o 和 z

(r)
p 来分别表示正氢和仲氢的转动部分的子系配分函数，于是我们有：

z(r)o =
∑

j=1,3,···
(2j + 1)e−j(j+1) θr

T ,

z(r)p =
∑

j=0,2,···
(2j + 1)e−j(j+1) θr

T , (4.18)

由于自然界中正氢和仲氢各占 3/4和 1/4，所以，氢气的热容量中来自转动自由度的贡献

为：

C
(r)
V =

3

4
C

(r)
V o +

1

4
C

(r)
V p , (4.19)

其中 C
(r)
V o 和 C

(r)
V p 分别是正氢和仲氢的转动自由度对热容量的贡献。对于氢来说，实验上

测定的转动特征温度大约是 85K，所以在通常室温下仍然有 θr << T，也就是说，可以

利用经典近似。于是我们发现，正氢和仲氢的子系配分函数的求和变成：∑
j=1,3,···

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T ∼

∑
j=0,2,···

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T ∼ 1

2

∞∑
j=1

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T (4.20)

4由于氢核是费米子，所以两个氢核组成的系统的波函数必须是反对称的。这个核系统的波函数

可以写成自旋波函数与轨道波函数（也就是两个氢核构成的转子的波函数）的乘积。如果氢核的

自旋相互平行，构成总自旋为 1的“三重态”，那么系统的自旋波函数就是对称的，所以系统的轨

道波函数必须是反对称的，才能使两者的乘积是反对称的，这就要求转动量子数 j 必须是奇数。

类似地，如果氢核的自旋相互反平行，构成总自旋为 0的“单态”，那么系统的自旋波函数就是反

对称的，所以系统的轨道波函数必须是对称的，才能使两者的乘积是反对称的，这就要求转动量

子数 j 必须是偶数。
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也就是说，在较高温度（经典近似）下，正氢和仲氢的区别消失，我们仍然得到经典统计

的结果：双原子分子转动自由度对于气体摩尔热容量的贡献为 R。氢的转动特征温度是所

有分子中最高的，所以，当温度降到 100K 附近或以下时，经典近似就不能用了。这时，

正氢和仲氢的区别也变得显著。要精确计算氢的热容量中转动自由度的贡献，必须用分立

的求和而不能用积分；同时，正氢和仲氢也要分开处理。这样得到的理论预言与实验很好

地吻合。另一种需要类似处理的是氢的同位素组成的分子 D2，它也具有较高的转动特征

温度。但是需要注意的是，由于氘核是核自旋为 1的玻色子，因此正氘与仲氘的丰度以及

与之对应的转动量子数也不同于氢的情形。具体地说，自然界中有 2/3的氘的自旋波函数

是对称的，其转动量子数 j 必须取偶数；另外有 1/3的氘的自旋波函数是反对称的，其转

动量子数 j 必须取奇数。其他的讨论则完全与氢的情形类似。

¶最后，我们说明一下为什么我们一直没有考虑分子内电子的运动对于热容量的
贡献。一般来说，气体分子内部的电子的运动是不会对气体的热容量有可观的贡献

的。原因就在于内部电子的量子化的能级间隔很大，一般在 eV的数量级。我们知道，
1eV ∼ 104K，所以，在通常温度下这些内部自由度都不可能被激发，因此它们对于气体

的热容量没有贡献。如果温度真的高到 104K，气体分子往往会分解成原子。因此，对于

分子构成的气体而言，其分子内部的电子运动对于热容量的贡献总是可以忽略的。

在分子的量子力学的能级中，其内部电子的不同能级之间的能级差 ∆ε(e) 是最大的，

数量级是 1 ∼ 10eV；其次是分子的振动能级的能级差 ∆ε(v)，大约是 10−1eV；能级差最

小的是分子的转动能级，其能级差大约是 10−4 ∼ 10−3eV。5 这就造成以上三种运动的特

征温度分别为： 104K，102 ∼ 103K 和 10 ∼ 102K。当气体的温度远大于某一种运动的特

征温度时，对于那种运动模式就可以运用经典统计的能均分定理；反之，如果温度接近其

特征温度，那么对于该运动模式我们只能运用量子力学的结果；在另一个极端，如果温度

远低于某种运动模式的特征温度，那么该运动模式就很难被激发，系统基本上被冻结在该

模式的基态上，因此，这个模式就几乎不会对热容量有所贡献。总之，只要我们仔细区分

量子与经典统计的适用范围，统计物理理论都得到了与实验高度吻合的结果。

5这一点在量子力学中是可以得到解释的。造成这种能级间隔的差异来源于电子质量与原子核

质量之间所存在的巨大差异。因此，在研究分子的量子力学能级时，可以先认为原子核是固定不

动的，电子在固定的核的库仑场中运动。由此可以解出电子运动的能级，称为电子项（ electronic
term），也就是我们所说的内部电子能级 ε(e)。当电子处在某个电子态时，它对原子核有个反馈

作用，这种作用等效于为原子核提供了一个相互作用势能。对于双原子分子而言，两个原子核可

以在这个等效势能的最小值附近振动，这就是分子的振动能级 ε(v)。最后，原子核体系整体的转

动给出分子的转动能级 ε(r)。这就是所谓的 Born-Oppenheimer近似。简单的数量级估计可以说明，
这三种能级的间隔大致满足：∆ε(v) =

√
m/M∆ε(e)，∆ε(r) = (m/M)∆ε(e)，其中m，M 分别是

电子和原子核的质量。
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19 混合理想气体及其化学反应

¶前面讨论了单元理想气体的性质，下面我们来考虑由多种（具体地说，我们假定有
k种）分子组成的混合理想气体的性质。我们用 Ni其中 i = 1, 2, · · · , k来表示各个化学组
分的分子数目；总的分子数目 N =

∑k
i=1Ni。

我们将利用巨正则系综来研究这个问题。由于是理想气体，所以系统的总能量仍然是

各个分子的能量之和。于是，系统的巨配分函数可以表示为：

logΞ =
k∑

i=1

e−αizi , (4.21)

其中 zi 为第 i个组元的分子的子系配分函数。类似于我们对于双原子分子理想气体的讨

论，它包含了分子平动、转动、振动以及其他可能的内部自由度的积分或求和。一般来

说，分子平动部分的能级总是可以看成是准连续的，因此对于平动能级的求和可以代为积

分并分离出来。这部分包含了配分函数 zi对于体积的依赖：

zi = z
(t)
i · z′i(T ) , z

(t)
i = V

(
2πmi

βh2

)3/2

, (4.22)

其中mi 是第 i个组元分子的质量。式中的 z′i(T )包含了对于分子除平动以外其他运动量

子态的求和或积分。一般来说，它是相当复杂的，但它仅仅是温度的函数，与体积无关。

按照巨正则系综的热力学公式，第 i个组元的分子数与其化学势的关系是：

Ni = −∂ logΞ
∂αi

= e−αizi , (4.23)

由于配分函数 zi对于体积的依赖仅仅来自平动部分，我们得到气体的压强：

p =
1

β

∂ logΞ
∂V

=

k∑
i=1

pi , pi =
NikBT

V
. (4.24)

这个结果反映了所谓的道尔顿
• • •

分压定律
• • • •

。这是英国化学兼物理学家道尔顿（Dalton）首

先发现的混合气体的规律：混合理想气体的压强 p等于各个化学组分所产生的分压 pi 之

和。混合理想气体的内能也可以利用系综理论的普遍热力学公式 (2.43)求出：

U =
k∑

i=1

N̄i

(
3

2
kBT − d log z′i(β)

dβ

)
=

k∑
i=1

N̄iε̄i (4.25)

其中的 ε̄i代表了一个第 i组元的分子的平均能量。

公式 (4.23)可以利用来求出各个组元与一个分子
◦ ◦ ◦ ◦

相对应的化学势：
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µi = kBT log

[
pi

kBTz′i(T )

(
h2

2πmikBT

)3/2
]

. (4.26)

在热力学中，一般感兴趣一摩尔
◦ ◦ ◦

物质的化学势，它可以写成：

µi = RT [ϕi(T ) + log(pi)] ,

ϕi(T ) = log

[
1

kBTz′i(T )

(
h2

2πmikBT

)3/2
]

. (4.27)

¶特别值得关注的是混合理想气体的熵。按照普遍热力学公式 (2.45)直接计算我们得
到：

S = kB

k∑
i=1

N̄i

(
5

2
+ αi − β

d log z′i(β)
dβ

)
,

将化学势的表达式 (4.26)代入后得到：

S = kB

k∑
i=1

N̄i (1 + βε̄i − ϕi(T )− log p)− kB

k∑
i=1

N̄i logxi . (4.28)

这个公式的第一项实际上就是各个组分的熵的简单相加，彷佛其他组分不存在一样。

最后一项只与各个组员的粒子数和相对浓度有关，而与温度、压强等等无关。它被称

为混合熵
• • •

：

Smix = −kB

k∑
i=1

N̄i logxi . (4.29)

由于各个 xi 均小于 1，因此混合熵永远是正的，这表明气体混合是一个不可逆的熵增加

过程。

为了说明这一点，考虑一个中间被隔板分隔成左右两部分的容器。我们将两种不同
◦ ◦

化学成分的气体（例如氧气和氢气）分别放入左边和右边。并且我们假设两种气体的温度

和压强相等。这时，由于左右两边的气体都是化学纯的理想气体，因此系统的总的熵显然

就是两种气体的熵之和：

S = kB

2∑
i=1

Ni

(
5

2
− ϕi(T )− log p− β

d log z′i(β)
dβ

)
. (4.30)

现在，如果我们打开隔板允许两种气体进行混合。整个系统变成一个混合理想气体，其温

度、压强保持不变，这时我们必须用公式 (4.28)来计算它的熵。显然，系统的熵比混合之
前多出来的部分就是前面给出的混合熵 4.29。

刘川
77



平衡态统计物理

¶这里我们特别讨论一下与此相关的所谓吉布斯佯谬
• • • • •

的问题。公式 (4.28)仅仅适用

于不同的
◦ ◦ ◦

气体之间的混合。如果错误地将它用于同种气体的“混合”，就会得到同种气

体在等温、等压下混合也存在熵变的荒谬结论。这就是所谓的吉布斯佯谬。按照量子力学

的全同性原理，同种气体的分子之间是全同的，但它与不同气体的分子之间是不同的，这

有着“天壤之别”，两种关系之间绝不存在一个连续的
◦ ◦ ◦

过渡。6 事实上，只要熵本身是

广延量，就能够避免同种分子混合时的吉布斯佯谬。

¶上面求出的混合理想气体中各组元的化学势还可以用来研究混合理想气体的化学反
应问题。按照我们在 5节中的讨论，多元系化学平衡的条件为（见公式 (1.57)及其后的讨
论）：

∑
i νiµi = 0。于是，我们得到混合理想气体达到化学平衡时的条件：

∏
i

pνii = Kp(T ) . (4.31)

这个条件被称为质量作用定律
• • • • • •

。其中我们定义了定压平衡恒量
• • • • • •

Kp(T )：

logKp(T ) = −
∑
i

νiϕi(T ) . (4.32)

注意，定压平衡恒量只是温度的函数，与压强无关。如果把 pi = xip带入质量作用定律，

其中 xi = Ni/N = pi/p为第 i种组元的摩尔百分比，我们有：

∏
i

xνii = K(p, T ) , K(p, T ) = p−
∑

i νiKp(T ) , (4.33)

其中 K(p, T )也称为平衡恒量
• • • •

，但它一般与压强有关。这是质量作用定律的另一种表达

形式。

¶将定压平衡恒量对温度求导数，得到：

d

dT
logKp(T ) =

∆H

RT 2
, (4.34)

其中 ∆H =
∑

i νihi 为反应热。这个方程称为范霍夫
• • •

（Van’t Hoff, 1877）方程
• •
。它把平

衡恒量随温度的变化与反应热联系了起来。如果是一个吸热反应，即 ∆H > 0，则随着

6一种吉布斯佯谬的变种就是考虑两种气体分子，假想一种是染成白色，另一种染成红色。这显

然是不同的气体分子，因此等温、等压混合时有熵增。现在设想让红色气体分子的颜色“连续地”

变浅，它就会连续地变为白色气体分子。这样就会产生吉布斯佯谬。但是，这种假想实验实际上

是量子力学全同性原理所不允许的。

78
刘川



平衡态统计物理

温度的增加，平衡恒量也增加。所以如果原来化学反应达到平衡，随温度增加，平衡被

破坏，导致
∏

pνii < Kp(T )，也就是
∑

i νiµi < 0。所以会导致化学反应向正向进行，即

会吸收热量以对抗温度的增加。反之，如果是放热反应，则温度的增加会使反应向逆向

进行，即会吸收热量以抵消温度的增加。这正是所谓的勒沙特列
• • • •

（ Le Chatelier, 1884）

原理
• •

的一个例子。勒沙特列原理是说：把平衡的某一个因素加以改变以后，将使平衡态

向抵消原来因素改变的效果的方向转移。

20 实际气体的状态方程

¶理想气体是实际气体在十分稀薄情形下的一个极限情形，真正的气体往往只是近似
地符合理想气体的规律并与之有着系统的偏离。利用统计系综理论，我们可以系统地计算

实际气体（假定它偏离理想状态不远）对于理想气体的偏离，这一节中我们就来讨论这个

问题。

20.1 迈尔的集团展开理论

¶处理经典的非理想气体的系统理论首先是迈尔（J.E. Mayer, M.G. Mayer）得到的。
这就是所谓的集团展开理论

• • • • • •
。我们首先以单原子分子

◦ ◦ ◦ ◦ ◦
组成的经典气体为例来阐述这个

理论。7单原子分子气体的哈密顿量为：

H =

N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i<j

ϕ(rij) , (4.35)

其中 pi是第 i个分子的平动动量，m是气体分子的质量；ϕ(rij)是第 i个分子与第 j 个分

子之间的相互作用的势能，我们假定它只是两个分子之间距离 rij ≡ |ri − rj |的函数。

要计算系统的物态方程或其他任何热力学性质，我们必须计算出系统的巨配分函数

Xi：

Ξ =

∞∑
N=0

(
z

λ3
T

)N

QN (T, V ) , (4.36)

其中 z = eβµ 与化学势有关；λT = h/
√
2πmkBT 为分子的热波长；QN (T, V )是具有 N

个粒子的系统的正则配分函数中的位形积分
• • • •

。：

QN (T, V ) =
1

N !

∫
· · ·
∫

exp

−β
∑
i<j

ϕ(rij)

 d3r1 · · · d3rN , (4.37)

7对于存在偶极相互作用的双原子分子气体，有兴趣的同学可以参考本章后面的习题。
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所以，实际气体的巨配分函数的计算完全依赖于系统位形积分的计算。

在集团展开方法中，我们首先定义一个双粒子坐标的函数 fij ：

fij = e−βϕ(rij) − 1 . (4.38)

这一节中，我们将假定分子之间的相互作用是短程的
◦ ◦ ◦

，也就是说，势函数 ϕ(rij)（从而

函数 fij 也是如此）当分子之间距离 rij 超过其作用力程时迅速地
◦ ◦ ◦

趋于零。这个假设是有

其物理根据的，多数中性分子组成的气体都可以满足这个条件。8要确定分子之间相互作

用势的具体形式是个十分复杂的量子力学（原子分子物理）问题。我们这里并不准备深入

分析。我们所需要的只是势函数的短程性，这个力程一般只是分子大小的几倍。所以，函

数 fij 只是在空间中的很小的（大约只有几个分子尺度的大小）区域中才不为零。集团展

开理论正是将 fij 作为微扰来处理的一种系统的展开方法。我们可以将位形积分写成：

Q =
1

N !

∫
· · ·
∫ ∏

i<j

(1 + fij)d
2r1 · · · d3rN

=
1

N !

∫
· · ·
∫ 1 +

∑
i<j

fij +
∑

i<j,k<l

fijfkl + · · ·

 d3r1 · · · d3rN . (4.39)

要进一步将上式化简，我们有必要引入几何（图论）的方法来代表展开式 (4.39)中
的各项。首先，我们将所有分子标号，从 1到 N。我们在每个标号旁用一个圆点来表

示一个分子，因此，含有 N 个分子的系统将有 N 个具有标号的圆点来表示。如果展开

式 (4.39)中的某一项含有某个 fij，我们就相应地将代表第 i个分子与第 j 个分子之间连

一条直线。这样一来，公式 (4.39)中的每一项都可以与一个（具有标号的）图对应。这些
图一定包含有 N 个具有标号的点，同时还包含一定数目的直线将某些点连接起来。每个

图中所包含的直线的数目就是它所对应的项中所含的 f 因子的数目。例如，公式 (4.39)中
第一项所对应的图就是 N 个圆点，没有任何直线连接任何点；公式 (4.39)中一次项（共
有 N(N − 1)/2项）都含有一个 f 因子，所以其中的每一项所对应的图的拓扑构形都是

(N − 2)个孤立的点加上两个被直线连接起来的点，它们之间的区别只是分子的标号不同

而已；公式 (4.39)中二次项所对应的图则含有两条直线。具体来说，又可能具有两种不同
的拓扑结构：一种是两条直线分别联结四个不同的点；另一种拓扑结构则是两条直线将三

个点串起来。如果计算到更高阶，所对应的图形也更复杂，拓扑结构也更丰富。

¶现在我们注意到：从图的角度来说，每个有标号的图都由若干个连接的、有标号的
子图组成。我们称这些几何上连接在一起的子图为 集团

• •
。集团又按照它所包含的分子的

个数（就是点的数目）分为单粒子集团、二粒子集团、三粒子集团，等等。现在注意到：

8因此，本节中讨论的方法不能直接应用于完全电离的等离子体。在等离子体中，粒子之间的相

互作用是长程的库仑相互作用。这个情形我们将在第 22中讨论。
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公式 (4.39)中在进行对于所有分子位置的积分时，那些处在不同集团中的分子位置的积分
实际上可以相互独立地进行。显然，整个图所对应的积分可以分解为对于构成它的不同集

团的积分之乘积。由于我们要对于所有分子的位置进行积分，因此任意一个集团中分子的

不同标号所产生的贡献在积分后是相同的。也就是说，如果对于构成一个集团的点的标号

重新排列次序，并不改变积分以后的贡献。所以，对于一个集团的积分值而言，真正重要

的是该集团所对应的图的拓扑构形。为此，对于一个一般的集团 c，如果我们用 nc 表示

这个集团所包含的点数，我们定义集团积分
• • • •

：

bc(T ) =
1

nc!V

∑
P

∫
d3r1d3r2 · · · d3rnc

∏
l∈c

fl , (4.40)

其中连乘遍及该集团中所有不同的连线 l，而积分号前面的求和代表对于构成该集团的点

的标号：(1, 2, · · · , nc)的不同置换 P 求和。注意到展开式 (4.39)是对于直线的数目（也就
是 f 因子的个数）进行展开（而不是所含点的数目），所以最低级的集团积分就是单粒子

集团积分，它不含有任何 f 因子： b• = 1；下一阶是含有一个 f 因子的双粒子集团积分，

它只有一种拓扑结构 • •：

b• •(T ) =
1

2!V

∫
d3r1d3r2f12 . (4.41)

再高一阶的集团积分是具有两个 f 因子的三粒子集团积分，该集团具有类似 •/•\•的形状：

b
•/
•\•
(T ) =

1

3!V

∫
d3r1d3r2d3r3(f12f13 + f12f23 + f13f23) , (4.42)

高阶的集团的拓扑构形可以更为复杂，例如具有三个 f 因子的集团就可以有三种不同的

拓扑结构。

¶现在我们来考虑整个系统的位形积分。如前所述，系统的位形积分由所有可能的、
具有标号的图之和给出；每一个图的贡献又可以写成构成该图的各个集团积分的乘积。如

果一个有标号图中，某种拓扑结构的集团 c出现 mc 次，而该集团具有 nc 个点，那么这

类图对于系统位形积分的总贡献为：

1

N !

(
N !∏

cmc!(nc!)mc

∏
s

[V ns!bs(T )]
ms

)
. (4.43)

这里的组和数：
N !∏

cmc!(nc!)mc

正是将 N =
∑

cmcnc个分子组合成相应集团的不同组合方式数。

现在我们将这个结果带回到公式 (4.36)中就得到系统的巨配分函数：

Ξ =
∞∑

N=0

(
z

λ3
T

)N ∑
{mc}

′
∏
c

[V bc(T )]
mc

mc!
,
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其中求和
∑

{mc}
′ 代表对于所有可能的 mc 求和，但这些 mc 必须满足约束条件：

N =
∑

cmcnc。由于有了前面对于 N 的求和，因此上式可以化为对于所有的、不加任何

约束条件的mc求和。这个求和正好是指数函数的展开式，于是我们得到：

Ξ =
∏
c

exp
[(

z

λ3
T

)nc

V bc(T )

]
. (4.44)

利用热力学公式：pV /(kBT ) = logΞ，我们就得到系统的压强为：

p

kBT
=
∑
c

[(
z

λ3
T

)nc

bc(T )

]
. (4.45)

这仍然不是系统状态方程的标准形式。我们仍然需要关于粒子数的展开式：

n ≡ N

V
=
∑
c

nc

[(
z

λ3
T

)nc

bc(T )

]
. (4.46)

这个式子可以利用来反解出 z作为 n的展开式。将此带回公式 (4.45)，我们就可以得到非
理想气体的状态方程：

p

kBT
= n+B2(T )n

2 +B3(T )n
3 + · · · , (4.47)

其中所谓的第二
• •

维里系数
• • • •

和第三
• •

维里系数
• • • •

的表达式为：

B2(T ) = −1

2

∫
d3rf(r) ,

B3(T ) = − 1

3V

∫
d3r1d3r2d3r3f12f23f13 . (4.48)

更高阶的维里系数也可以由类似的（更为复杂）表达式给出。因此，如果我们可以计算出

各种集团积分，从而得到各级的维里系数，我们就可以完全确定系统的热力学性质。利

用迈尔的集团展开理论，我们发现非理想气体的状态方程具有 昂尼斯方程
• • • • •

的形式。因

此，统计物理的集团展开给了昂尼斯方程一个微观解释。

¶需要指出的是，维里展开仅仅对于那些偏离理想气体不太远的气体系统才是一个
好的（收敛比较快的）展开。如果气体的密度很大，接近相变附近液体的密度，那么维

里展开就不能很好的加以应用了。这时，我们会发现维里展开中的高阶项的贡献不可忽

略。如果我们有能力计算出足够多的维里系数，那么利用一些 重求和方法
• • • • •

（resummation

methods）有可能适当扩大维里展开的适用范围，9 但对于真正稠密的气体和液体，维里

展开不能很好描述系统的性质。

9例如，可以利用所谓的 Padé近似。有兴趣的读者可以参见 [10]第十一章第三节中的讨论。
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20.2 维里系数的计算

¶要具体的计算维里系数必须知道分子之间相互作用势的形式。一个非常常用的半经
验公式是所谓的列纳德－琼斯（Lenard-Jones）势：

ϕ(r) = ϕ0

[(r0
r

)12
− 2

(r0
r

)6]
, (4.49)

也就是说，在小的距离上是一个正比于 1/r12 的排斥势，而在大的距离上是一个正比于

1/r6 的吸引势。这个势能有时又被称为 12− 6势，它由两个参数描述：ϕ0 标度势能的大

小；r0标度相互作用的力程。
10在图 4.1中我们画出了列纳德－琼斯势的示意图。列纳德

－琼斯势可以相当好地描述分子之间的相互作用，但是利用它计算维里系数是比较复杂

的。为了简化计算，我们将采用更为简化的势模型：

ϕ(r) = +∞ r < r0

ϕ(r) = −ϕ0

(r0
r

)6
r ≥ r0 (4.50)

这个势在大距离上与列纳德－琼斯势一致，在小距离处我们用硬心势（或者称钢球势）来

替代列纳德－琼斯势中的 1/r12 的排斥势。这样的相互作用又被称为硬心
• •

列纳德－琼斯

势。利用球坐标进行计算，我们立刻得到如下的第二维里系数表达式：

B2(T ) = b− a

NkBT
, (4.51)

其中常数 a和 b与势能参数 r0和 ϕ0之间的关系为：

a =
2π

3
N2ϕ0r

3
0 , b =

2π

3
Nr30 (4.52)

而气体的状态方程可以近似写为：

p =
NkBT

V − b
− a

V 2
, (4.53)

这正是范德瓦耳斯（Van der Waals）气体的状态方程。所以我们看到范氏气体可以看成是
分子之间由一个短程排斥和长程吸引时的气体的状态方程。方程中的常数 b体现了分子的

固有体积（排斥）效应；而常数 a则体现了分子之间的相互吸引。

10这个势是一个半经验的公式。由它计算出来的实际气体的状态方程与实验符合的相当好。中

性分子在大距离上的、正比于 1/r6 相互吸引势是有它的量子力学基础的。这种相互作用被称

为范德瓦耳斯
• • • • •

相互作用，它实际上是电偶极相互作用的量子力学体现。参见相应的量子力学教

材 [5]。
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图 4.1: 列纳德－琼斯势的示意图。

21 液体的热力学性质

我们在上一节中提到，集团展开方法给出的结果一般不能够应用到密度很大的流体，

特别是并不能很好地描述真实液体
◦ ◦

的热力学性质。这一节中，我们就对经典液体的统计

理论作一个简单的介绍。经典的液体无疑与我们的日常生活密切相关（水是生命之源，呵

呵）。但是，要对于液体给出一个完满的理论解释却是相当困难的。直至今日，仍然有许

多没有解决的问题。应当说，液体是比固体和气体都要难于处理和难以捉摸的物理体系。

21.1 对分布函数

¶在处理稠密气体和液体的统计理论中，处于核心的物理量是各种分布函数
• • • •

。考虑

函数：
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P (r1, r2, · · · , rN ) =
1

N !QN (T, V )
exp

−β
∑
i<j

U(ri − rj)

 . (4.54)

它代表了 N 个分子分别处在 r1，r2，· · ·，rN 的 几率密度
◦ ◦ ◦ ◦

。现在，我们定义如下

的单粒子
• • •

分布函数
• • • •

n1(x)和 双粒子
• • •

分布函数
• • • •

n2(x1, x2)：

n1(x) =
N∑
i=1

⟨δ(x− ri)⟩ , (4.55)

n2(x1, x2) =
∑
i̸=j

⟨δ(x1 − ri)δ(x2 − rj)⟩ . (4.56)

更为一般的 s粒子分布函数也可以类似的定义。它们的物理意义是十分明显的。单粒子

分布函数 n1(x)实际上代表了在空间位置 x附近的一个单位小体积元内找到的平均粒子
数，或者说是单位体积内找到一个粒子的几率乘以总粒子数。双粒子分布函数则代表了在

空间位置 x1和 x2分别找到一对粒子的几率乘以总的粒子对数目。

在一个均匀的流体中，n1(x) 实际上与位置无关并且就等于流体的分子数密度：
n1(x) = N/V。对于双粒子分布函数，它一般只是 |x1 − x2|的函数。11因此，我们可以定

义所谓的对分布函数
• • • • •

（ pair distribution function） g(|x1 − x2|)：

n2(|x1 − x2|) ≡
(
N

V

)2

g(|x1 − x2|) . (4.57)

显然，当 |x1 − x2| → ∞，我们有：g(|x1 − x2|) → 1。通过对分布函数的傅立叶变换，我

们可以定义所谓的结构因子
• • • •

S(q)：12

S(q)− 1 =
N

V

∫
d3r[g(r)− 1]e−iq·r . (4.58)

结构因子之所以重要，是因为它是可以通过电磁波或粒子束在液体中的散射实验
◦ ◦ ◦ ◦

而直

接测量的物理量。所以，通过这些实验人们可以得到结构函数，从而确立流体中的双粒子

分布函数。

¶流体的很多物理量都可以利用双粒子分布函数，（或者说流体的对分布函数）来表
达。例如，流体中总势能（从而总内能也可以轻易得到）的平均值可以表达为：

11这里我们假定我们讨论的流体是均匀的、各向同性的。如果流体不是各向同性的，比如液晶就

是这种系统，原则上双粒子分布函数还依赖于方向。
12一般来讲，结构因子应当依赖于三维矢量 q。如果我们假定流体是均匀的、各向同性的，那么

（正如 g(r)只是 r的函数一样）它只是 q = |q|的函数。
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⟨U⟩ =
1

2

∫
d3x1d3x2U(x1 − x2)n2(x1, x2)

=
N2

2V

∫
d3rU(r)g(r) . (4.59)

¶ 另一个与对分布函数有密切关联的物理量是流体的（等温）压缩率：κT =

−(1/V )(∂V /∂p)T。为了找到这种联系，我们首先注意到：对于一个固定粒子数的系统

（正则系综），我们有： ∫
d3x1n2(|x1 − x2|) = N(N − 1)/V .

如果我们允许系统的粒子数涨落（例如巨正则系综），那么上面式子的等号右边就应当换

为：⟨N(N − 1)⟩/V。同时，对分布函数的定义也应当修改为：

g(|x1 − x2|) =
V 2

⟨N⟩2
n2(|x1 − x2|) .

于是，我们发现： ∫
d3r[g(r)− 1] = − V

⟨N⟩
+ V

(∆N)2

⟨N⟩2
, (4.60)

其中我们引入了粒子数涨落 (∆N)2，它的定义是：

(∆N)2 = ⟨(N − ⟨N⟩)2⟩ .

按照第 10节中的公式 (2.50)，粒子数的涨落与流体的等温压缩系数直接联系，所以我们
得到：

n

∫
d3r[g(r)− 1] = −1 + nkBTκT . (4.61)

这个重要的关系被称为涨落物态方程
• • • • • •

，或压缩物态方程。在许多文献中，称：

h(r) ≡ g(r)− 1 , (4.62)

为对关联函数
• • • • •

（ pair correlation function），它实际上衡量了流体中不同位置的两个粒子

之间的关联
◦ ◦
。对于理想气体，由于 g(r) = 1，所以 h(r) = 0，即理想气体分子之间是无

关联的，这一点也可以从公式 (4.61)中得到验证（这时，等号两边都等于零）。在通常情
况下，液体的 nkBTκT 是比较小的。所以我们说在通常情况下液体几乎

◦ ◦
是不可压缩的。

这时：

n

∫
d3r[g(r)− 1] ≈ −1 .
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例外的情况发生在临界点附近。这时，流体的压缩率趋向于无穷大。涨落物态方程 (4.61)
告诉我们，这个发散起因是对关联函数 h(r)在大的 r处衰减得不够快，从而方程 (4.61)
的左边的积分发散，这时我们称流体中具有长程关联

• • • •
。这种在临界点附近所特有的涨落

和关联，我们在下一章讨论二阶相变的涨落和关联时还会更为详细地讨论（参见第 27节
中的讨论）。

¶利用维里定理
• • • •

，我们还可以建立另一个与流体中对分布函数密切相关的重要方程：

pV = NkBT

[
1− n

6kBT

∫
d3r[r · ∇U(r)]g(r)

]
. (4.63)

这个方程被称为维里物态方程
• • • • • •

。需要指出的是，公式 (4.63)和公式 (4.61)都是 严格成立
◦ ◦ ◦ ◦

的关系，所需的条件只是流体分子遵从经典力学，同时它们之间的相互作用只有二体相互

作用（忽略多体作用）。但是，这两个物态方程都与流体中的对分布函数有关，由于利用

各种理论计算对分布函数是很困难的事情，在这类计算中往往必须做出各种近似。这些近

似往往
◦ ◦

会造成公式 (4.63)和公式 (4.61)所给出的物态方程不一致
◦ ◦ ◦

。因此，在某种近似

下这两者之间的差别恰恰可以作为衡量一种近似是否可信的一个标准。

21.2 流体中对分布函数的计算

¶ 前面提到，从统计物理的基本原理出发计算流体中的对分布函数 g(r) 是一个
十分困难的问题，在理论上往往必须做出各种近似。最为直接而且著名的是所谓的

Ornstein-Zernike方程的 Percus-Yevick近似。这种近似给出一个对关联函数 h(r)所满足的
积分方程（称为 Percus-Yevick方程），这个方程可以利用解析或数值的方法进行求解。这
里我们不准备深入地讨论这些问题，有兴趣的读者可以参考相关的文献 [10]。我们只是想
指出：所有这些传统的理论近似方法往往可以对某些系统（比如对于刚球模型）给出不错

的结果，但没有任何一个可以统一地给出不同模型的结果。

¶ 另一方面，随着近年来计算机的发展，另外一些纯数值的研究方法开始显示
出它们的活力。其中最为典型的就是 蒙特卡罗

• • • •
（ Monte Carlo ）方法和 分子动力学

• • • • •
（Molecular Dynamics）方法。下面我们简单介绍一下分子动力学方法。

分子动力学方法的出发点是回到原始的玻耳兹曼和麦克斯韦的想法，将系统的热力

学量看成是组成系统的分子相应微观量的时间平均
◦ ◦ ◦ ◦

。也就是说，“放弃”了系综平均的

理念而回到按照粒子的运动轨道来进行时间平均。我们在介绍系综理论时曾经提到，要解

析地完成这个步骤是不可能的，因为多粒子系统的运动方程太复杂了。但是利用计算机，

这一点并不难做到，只要给定初始条件和各个分子之间的相互作用势能，计算机就可以将

多粒子的牛顿运动方程进行数值积分，得到各个粒子随时间演化的轨道。13将相应的物理

量对于这些轨道进行时间平均，我们就可以得到系统的热力学性质。

13这里我们所说的“不难做到”是指没有原则上的困难。当然，当你将这些想法输入计算机并进
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目前，一般分子动力学计算中可以取相当多的粒子（比如说 105 左右），当然这与真

实系统中粒子数的数量级仍然相差很多。但是这一点其实往往并不会对于最后的计算结

果造成太多的影响。这里面的原因就在于，流体中的任何一个分子的运动一般来说只会受

到它附近一些分子的影响；粗略地说，只有与它距离小或等于几个关联长度的那些分子会

对它有影响，其他流体分子的运动几乎与它是独立的。只要流体不是非常地接近它的临界

点，流体中的关联长度就是比较小的。因此我们进行分子动力学研究时，可以只去研究处

于几个关联长度尺度内的分子。所以，即便是数值研究中的分子数仅仅是 103，往往也能

得到不错的结果。当然，如果我们关心流体非常接近临界点附近的行为，这时我们分子动

力学的样本也不可避免地要取得更大，否则结果就会明显地偏离真实的结果。

¶总之，稠密气体和液体的热力学性质是一个理论上十分重要同时又是相当困难的问
题。这里，我们特别强调了近年来数值计算和模拟的重要性。事实上，目前这些数值方法

得到的结果几乎已经成为标准的“实验结果”。任何相关的理论计算最终都要与这些“计

算机实验”的结果进行比较来判别它们是否正确。当然，要真正体会这些数值方法的威力

和魅力，与其在这里干巴巴地说教，不如真正地利用这些方法去解决一个（哪怕是非常简

单的）问题，有兴趣的读者可以参考有关的书籍和文献并试图解决本章后面的练习题。

22 稀薄等离子体的统计性质

¶这一节中我们讨论稀薄的经典等离子体的统计性质。等离子体是由电离了的、带有
正负电荷的粒子组成的流体，整个系统仍然呈现电中性

◦ ◦ ◦
。由于正负粒子之间的库仑相互

作用是长程的，因此上一节中讨论的计算方法不能直接应用。我们这里首先研究稀薄
◦ ◦

的

等离子体，它与经典的理想气体偏离不大。从物理上说，这意味着组成等离子系统的各个

粒子之间的相互作用势能 (ze)2n1/3 （其中 z 是粒子的电荷数）要比每个粒子的平均动能

kBT 小很多，即等离子体的粒子数密度 n必须满足：

n <<

(
kBT

z2e2

)3

. (4.64)

我们称这样的等离子体为稀薄等离子体

¶我们假定第 i种离子的平均数密度和电荷数分别为 ni0 和 zi （为正负整数），那么

系统由于静电相互作用引起的系统的内能的变化 Uint可以写成：

Uint =
V

2

∑
i

ezini0ϕi , (4.65)

其中 ϕi 是某一个第 i种离子所感受到的、由于其他离子所产生的平均静电势。在平衡的

均匀等离子体中，这个静电势是一个与位置和时间无关的常量。

行计算时，仍然会遇到相当多具体的困难：程序的编写、调试、检验、优化等等。
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为了求出 ϕi，我们考虑一个特定的离子周围的离子分布。如果我们用 ni 表示距离我

们选定的离子为 r处的、第 i种离子的数密度，那么：

ni(r) = ni0 exp
(
−zieϕ(r)

kBT

)
, (4.66)

其中 ϕ(r)是距离我们选定的离子为 r处的静电势。另一方面，静电势 ϕ(r)与产生它的电

荷密度的关系是：

∇2ϕ = −4πe
∑
i

zini(r) . (4.67)

由于我们假定等离子体是稀薄的，于是公式 (4.66)可以展开为：

ni(r) = ni0 −
ni0ezi
kBT

ϕ(r) , (4.68)

将此式带入方程 (4.67)并且利用电中性条件：
∑

i zini0 = 0，我们得到：

∇2ϕ− κ2ϕ = 0 , ξ−2
D ≡ κ2 =

4πe2

kBT

∑
i

ni0z
2
i . (4.69)

这就是在一个指定离子周围的静电势所满足的方程。参数 ξD ≡ (1/κ)具有长度的量纲，

被称为德拜屏蔽长度
• • • • • •

。如果我们选定的离子的电荷数为 zi，这个方程的解具有如下形式：

ϕ(r) = ezi
e−κr

r
. (4.70)

这个解形式保证了在 r → 0时，静电势具有标准的库仑形式：ezi/r。当距离增加时，由

于其他离子的极化所产生的屏蔽作用，使得静电势变成一个屏蔽了的库仑势，而屏蔽的特

征距离就是上面引入的德拜屏蔽长度 ξD。如果我们将上式中的指数展开，我们有：

ϕ(r) =
ezi
r

− eziκ+ · · · , (4.71)

其中上面忽略掉的项在 r → 0时没有贡献。第一项是我们指定的离子本身产生的库仑静

电势；第二项是其他离子产生的、在我们所指定的离子位置处的静电势。这正是我们公

式 (4.65)中的 ϕi。所以我们立刻得到等离子体系统的静电相互作用对系统内能的贡献：

Uint = −e3
√

π

V kBT

(∑
i

Niz
2
i

)3/2

, (4.72)

其中 Ni = ni0V 为第 i种离子的总粒子数。

¶我们现在可以积分热力学公式 U = −(∂ logZ/∂β)并利用关系 F = −kBT logZ 得
到系统的自由能：
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F = F0 −
2e3

3

√
π

V kBT

(∑
i

Niz
2
i

)3/2

, (4.73)

其中 F0为理想气体的自由能。将上式对于体积微分就得到系统的状态方程：

p =
NkBT

V
− e3

3V 3/2

√
π

kBT

(∑
i

Niz
2
i

)3/2

. (4.74)

我们发现它不是
◦ ◦

维里展开的形式。其原因就是粒子之间的相互作用是长程的库仑相互作

用。

相关的阅读

这一章我们讨论了系综理论用于经典流体的例子。首先，我们从系综的角度讨论了理

想气体。我们的侧重点放在双原子分子理想气体的热容量，特别是它的量子修正；混合理

想气体及其化学反应。理想气体的其他内容则没有涉及。系综理论的一个经典应用是非理

想流体的物态方程，它的完整理论是Mayer的集团展开理论，可以按照课时的情况讲述
完整的理论或它的一个简化的版本。我们讨论了理想溶液的统计理论，得到了理想溶液的

化学势。由此出发可以讨论许多热力学问题，可以按照课时多少具体安排。随后，我们讨

论了经典的等离子体的统计性质，讲述了 Debye-Hückel理论。这个理论可以直接应用到
强电解质的溶液理论中去。

90
刘川



第五章 二级相变的平均场理论

章

• 自旋模型的微观机制与处理方法（ 23）

• Ising模型的平均场近似（ 24）

• 相变的朗道理论（ 25）

• Bragg-Williams近似（ 26）

• 临界点附近的涨落与关联（ 27）

• 易兴模型的高温展开（ 28）

• 具有连续对称性的系统的相变（ 29）

• 对称性破缺与普适性（ 30）

二
级相变又被称为连续相变，它在近代凝聚态物理和统计物理的发展中占有极为重

要的地位，这主要是由于许多重要的物理发现都与二级相变有关联，例如：超

流相变、超导相变、铁磁相变、反铁磁相变等等。这些相变现象不仅仅在纯物理学的研究

中占据着重要的地位，对这些物理现象更深入的理解也为人们以后技术和应用的发展奠

定了基础。

自旋模型
• • • •

是人们在研究相变问题时所引入的一类特殊的统计物理模型。这类模型

的哈密顿量一般只包含晶格中不同格点上的 自旋变量
◦ ◦ ◦ ◦

（一般地讲，是指晶格原子的总

角动量）之间的相互作用。人们发现，铁磁相变、反铁磁相变等许多与磁性有关的二级相

变都可以利用某种自旋模型来相当好地加以刻划。其实，研究自旋模型的意义还远不止如

此。人们逐渐发现，其他二级相变（例如超导相变、超流相变等等）的临界性质也可以与
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自旋模型的临界性质建立起某种对应关系，这就是所谓的 普适性
• • •

（参见 30节的讨论）。

也就是说，自旋模型在其二级相变临界点附近的物理行为实际上具有超出这个模型之外

的共性
◦ ◦
。

在这一章中，我们准备以自旋模型为例来讨论二级相变的问题。我们首先简单说明一

下自旋模型的由来以及处理自旋模型的几种常用的理论方法；然后我们以最为简单的自

旋模型－易兴模型（ Ising model）－为例来说明平均场近似的方法；由此我们进一步指
出易兴模型在临界点附近的行为；接着我们从另一个角度考察平均场近似，说明它与朗道

二级相变理论的关系；随后，我们利用对偶性来严格计算二维正方晶格上易兴模型的临界

温度并由此引出超出平均场近似的其他处理方法；最后，我们将讨论一下其他自旋模型，

特别是具有连续对称性的自旋模型。由于二级相变内容的丰富，显然不可能在一章中覆盖

所有内容。我们的讨论将主要围绕平均场近似来展开，对于其他方法只是简单地介绍。有

兴趣的同学可以参考有关的书籍 [11, 10, 16]。

23 自旋模型的微观机制与处理方法

¶自旋模型的动力学自由度是定义在某个晶格的格点上的自旋变量（原子的角动量）。
自旋模型的哈密顿量只包含各个格点上的这些自旋变量之间的相互作用。这种相互作用

的微观机制实际上是由量子力学的交换相互作用
• • • • • •

所引起的。所谓交换相互作用实际上是

由于量子力学的全同性原理
• • • • •

所引出的纯粹量子效应。下面我们就简要地说明一下交换相

互作用的起因，更详细的讨论可以参阅相关的量子力学教材。

为了简单起见，我们考虑两个全同的、具有一个价电子的电中性
◦ ◦ ◦

原子（例如氢原

子），它们之间的距离为 a。我们会看到：由于量子力学全同性原理的要求，这个系统的

能级会与两个价电子的自旋状态发生关联。如果我们暂时
◦ ◦

忽略两个原子之间的库伦相互

作用，这实际上忽略了以下四种库仑相互作用：第一个电子与第二个原子实之间的相互作

用；第二个电子与第一个原子实之间的相互作用；两个电子之间的库仑相互作用；两个原

子实之间的相互作用。当上述相互作用被忽略时，系统就是两个完全独立的
◦ ◦ ◦

原子。因为

电子是费米子，所以由两个价电子组成的量子力学系统的总波函数必定是反对称
◦ ◦ ◦

的。由

于系统真实的相互作用哈密顿量并不明显依赖于自旋，因此这两个电子构成的量子力学

系统的总波函数可以写成它们的空间波函数
• • • • •

与 自旋波函数
• • • • •

的乘积。所以，如果两个

价电子的自旋波函数是对称的，那么它们的空间波函数一定得是反对称的；反之，如果两

个价电子的自旋波函数是反对称的，那么它们的空间波函数一定得是对称的。在忽略两个

原子之间相互作用的时候，上述两种量子状态的能量是完全相同的，我们记为K。

现在，让我们开始考虑两个原子之间的相互作用。也就是说，我们记入上面忽略的四

种库仑相互作用。这时候我们发现：上述两种量子状态所对应的能量发生了变化。具体来
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说，自旋平行的量子态（三重态）的能量变为K − J 而对应于自旋反平行的状态（单态）

的能量变为 K + J。其中 J 被称为交换积分
• • • •

。它与上述四种库仑相互作用在两个原子波

函数之间的重叠积分有关。而且它原则上可以是正的，也可以是负的。具体到氢原子，交

换积分 J < 0。因此，两个氢原子处于单态（即两个电子的自旋反平行的态）时，系统的

能量比较低。这就是两个氢原子形成共价键结合成氢分子的状态。但是，也有的原子之间

的交换积分是正的。这时两个电子的自旋波函数反对称，即它们的自旋反平行时（即两个

价电子构成的系统的总自旋量子数 S = 0）系统反而具有较高的能量；当两个电子自旋波

函数对称，即它们的自旋平行时（即两个价电子构成的系统的总自旋量子数 S = 1）则具

有较低的能量。因此，这两种情况之间的相对能量差可以用一个等效的哈密顿量写成：

Hex = −JS1 · S2 , (5.1)

其中常数 J 就是交换积分
• • • •

；而 S1 和 S2 分别为两个价电子的自旋。这个表达式就是所谓

的交换相互作用
• • • • • •

。1 在量子力学中可以证明：交换积分 J 与两个电子的单电子波函数的

重叠有关，所以它的数值一般随两个原子间的距离增加而指数地
◦ ◦ ◦

趋于零。因此，在考虑

晶格上的原子自旋之间的相互作用时，往往可以假定只有近邻的
• • •

原子之间才有交换相互

作用。在多数情况下，交换相互作用的强度一般也是比较弱的，只有在铁磁体中交换相互

作用才变得十分重要。

¶现在我们可以引入所谓的自旋模型
• • • •

。一个最简单的、也是最著名的自旋模型就

是 易兴模型
• • • •

（ Ising model）。2 考虑一个晶格，我们用 i来标记这个晶格上的格点。在

每一个格点上有一个自旋变量 σi。在易兴模型中，每个自旋变量只能取两个分立的值：

σi = ±1。在没有外磁场存在的情况下，易兴模型的哈密顿量为：

H = −J
∑
<ij>

σiσj , (5.2)

其中 σi 是在第 i个格点上的自旋变量，J 是交换能量，求和中的符号
∑

<ij> 代表对晶格

上所有的近邻对
◦ ◦ ◦

求和。由于前面提到的交换相互作用的短程性，易兴模型的哈密顿量中

1这里需要注意的一点是：所谓交换相互作用并不是物质世界四种基本相互作用（引力、电磁、

强、弱）之外的另外一种相互作用。它只是由于量子力学的全同性原理所造成的、已知的相互作

用（这里就是电磁相互作用）的特殊体现形式而已。说它特殊，是因为这种形式是纯粹量子的，

没有经典的对应。
2更为确切地讲，应当称之为 Lenz-Ising模型。这个模型首先是 Lenz在 1920年提出的。他的学

生 Ising在 1925年和他一起研究了一维的情形。当时 Lenz是想让 Ising研究一下铁磁相变的性质。
Ising首先严格的解了一维的模型并发现在任何非零的温度没有相变发生。
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仅仅保留了最近邻的自旋变量之间的相互作用。显然，如果交换能量 J > 0，为了使得系

统的能量较小，那么两个相邻格点上的自旋倾向于相互平行（即同时取 +1或同时取 −1

）；反之，如果交换能量 J < 0，那么两个相邻格点上的自旋倾向于相互反平行。

易兴模型的引入是为了研究所谓的铁磁－顺磁相变。由于每个晶格格点上的磁矩的

系综平均值与该格点上的自旋变量的平均值成正比：3 ⟨µi⟩ ∝ ⟨σi⟩，因此，系统的磁化强
度的大小M也一定与每个晶格上自旋变量的系综平均成正比：M ∝ ⟨σi⟩。因此，在自旋
模型的讨论中，人们往往就称每个晶格上的自旋变量的平均值 ⟨σi⟩为系统的磁化强度。
如果在外磁场 H为零时磁化强度仍然不为零，我们就称系统具有铁磁性

• • •
，或者说系统

中有自发磁化
• • • •

。铁磁性不可能在很高的温度出现。高温时，系统一般总是呈现 顺磁性
• • •

。

能够出现铁磁性的系统都存在一个铁磁相变的临界温度，它又被称为居里温度
• • • •

。铁磁

性只在温度低于其居里温度时显现。因此，我们如果我们期望没有外磁场的易兴模型的

哈密顿量 (5.2)能够描写铁磁体，它必须能够在低温时存在一个有自发磁化的相（又称
为铁磁相

• • •
），即在低温下必须有：⟨σi⟩ ̸= 0。这一点从上面关于能量的粗略分析可以看出

一些苗头。例如，当 J > 0时，相邻的自旋倾向于平行，因此，如果在温度足够低时，系

统中所有的自旋都相互平行，显然这时系统中的磁化强度（或者说 ⟨σi⟩）不为零。也就
是说，有可能形成铁磁相。同样的，当 J < 0时，系统中有可能形成反铁磁相。注意，这

里我们只是说有可能
◦ ◦ ◦

，不是说一定能。我们下面的分析会看到：系统中能否形成铁磁相

不仅仅依赖于能量（哈密顿量）的分析，还必须分析统计涨落的影响。例如，我们可以严

格的证明（参考本章后面的习题）：在一维晶格上，上述的易兴模型不可能在任何非零的

温度形成铁磁相。其中的原因就是虽然从能量的角度分析，系统倾向于形成铁磁相，但是

在一维统计涨落足以在任何非零的温度破坏这些铁磁相。总之，易兴模型中能否发生铁磁

－顺磁相变，必须通过详细的统计物理计算和分析才能够最终确定。

铁磁性只是自然界存在的各种磁性中的一种。其他类型的磁性还包括：顺磁性、抗

磁性、反铁磁性、亚铁磁性等。顺磁性
• • •

其实是最为普通和常见的磁性。具有顺磁性的系

统在外磁场为零时没有非零的自发磁化，或者说当外磁场 H = 0时系统的序参量m = 0；

如果加上一个非常小的外磁场，那么系统所具有的磁化强度也正比于外磁场，其中的比例

系数（对顺磁性而言，这个系数还是正的）就是磁化率
• • •

。

公式 (5.2)是没有外加磁场时的易兴模型的哈密顿量。如果我们存在一个外加的均匀
磁场 H，那么易兴模型的哈密顿量中还要加上一项各个自旋（也就是磁矩）与外磁场的
塞曼能量（参见第 7.1小节的公式 (2.11)）：4

3按照晶格的平移不变性，每个晶格格点上的自旋变量的系综平均值与位置无关，即 ⟨σi⟩实际
上与格点的位置 i无关。

4注意，本章中所谓的“外磁场”实际上表示各个格点上的磁矩的大小 µ与所加的外磁场 Hext

的乘积：H = µHext。因此，本章中所谓的“磁场”H实际上具有能量的量纲。
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H = −J
∑
<ij>

σiσj −
∑
i

σiH , (5.3)

这就是有外加均匀磁场时的易兴模型的哈密顿量。

¶如果我们对于格点上的自旋的取值加以改变，例如，不是限制它们取分立的值而是
可以取一个单位圆上的连续值，那么我们就得到了所谓的（经典的） XY

• •
－模型

• •
：

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj , (5.4)

其中 Si 是定义在第 i 个格点上的自旋，它有两个分量：Si = (Sxi ,S
y
i ) 并且满足：

(Sxi )2 + (Syi )2 = 1。如果我们允许格点上的自旋可以有三个分量，我们就得到了著名的

（经典的）海森堡模型
• • • • •

：5

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj , (5.5)

其中 Si 是在第 i 个格点上的自旋，它有三个分量：Si = (Sxi ,S
y
i ,S

z
i ) 并且满足：

(Sxi )2 + (Syi )2 + (Szi )2 = 1。6 也就是说，海森堡模型中各格点上的自旋取值于一个单位球

面。类似于易兴模型，如果存在外加磁场，那么 XY －模型和海森堡模型的哈密顿量中

也应当加上相应的塞曼能量项：

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj −
∑
i

SziH , (5.6)

其中，不失一般性，我们假定了外磁场沿着 z方向。

¶由于上述自旋模型的各个自由度之间（也就是各个自旋变量之间）具有相互作用，
它们显然不能看成是近独立子系来处理。要研究它们的统计物理性质必须从普遍的系综

理论出发。以正则系综为例，易兴模型的正则配分函数可以写为：

Z =
∑
{σi}

e−βH[σi] , (5.7)

其中 H[σi]为易兴模型的哈密顿量 (5.2)或 (5.3)。上式中的求和是指对于一切自旋变量
{σi}的可能值求和，即： ∑

{σi}

≡
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

· · ·
∑

σN=±1

,

5一般地讲，如果每个格点上的自旋有 n个分量，并且它取值于一个 (n− 1)维的球面上，即满

足：
∑n

a=1(S
a
i )

2 = 1，那么这样的模型称为非线性 O(n) − σ 模型。因此 XY －模型就是非线性

O(2)− σ模型；海森堡模型就是非线性 O(3)− σ模型。
6与这些经典统计模型对应的还有所谓的量子易兴模型、量子 XY －模型、量子海森堡模型等。

在量子模型中每个晶格上的自旋变量不再具有经典的取值而是量子力学的算符。
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其中对于每一个自旋变量的求和都有两项，分别对应于该自旋变量取 +1和 −1。因此，

一个易兴模型系统的配分函数的求和总共包含 2N 项，其中 N 是所考虑的系统的总的格

点数目。

¶自旋模型的求解一直是近代统计物理发展的主要方向之一。遗憾的是，绝大多数模
型很难进行严格求解。7作为一个可以严格求解的例子，同学们可以尝试求解一维的易兴

模型（本章后面的习题）。对于多数的、无法解析求解自旋模型，人们往往需要依赖于其

他近似的方法，这些近似方法主要有：

� 平均场近似
• • • • •

：主要思想是将其他自旋对于某一个给定自旋的相互作用用一个自洽

的、常数平均场
• • •

来替代。这样一来，自旋模型中不同格点上的自旋变量变成了相

互统计独立的变量，从而可以轻易求解。其优点是物理图象清晰，容易进行计算；

缺点是对于一些问题（特别是低维中的问题）往往得到定量上（有时甚至是定性

上）错误的结果。可以证明，平均场近似实际上在系统的空间维数趋于无穷时变成

严格的理论。

� 高温展开
• • • •

或其他展开方法。其优点是可以相当精确地得到系统离临界点比较远时

候的性质；缺点是在临界点附近展开式的收敛性越来越差。可以证明，在临界点处

这个级数发散。另外，要得到准确的结果，往往需要计算级数展开中的许多项，计

算量比较大。作为一个例子，我们将在后面（见第 28节）简要介绍一下易兴模型的
高温展开。

� 重整化群
• • • •

方法。原则上是研究靠近临界点 (所谓临界区域)时系统性质的严格方法。

但实际上必须与其他近似方法联合使用（例如 ϵ－展开等）。一般说来，其计算也相

当的复杂，有时甚至必须进行数值计算（所谓的数值重整化群）。重整化群方法的

介绍超出了本课程的范畴，只有留待后续课程（例如量子统计课程）处理了。

� 蒙特卡罗
• • • •

（Monte Carlo）数值模拟方法。这是一个理论上严格的方法，但是需要

进行计算机 数值模拟
• • • •

。对于计算机计算资源有一定的要求（取决于所研究的问

题）。随着计算机能力的普遍提高，这种方法越来越成为这方面研究的主流方法之

一。

在本章中，我们将主要讨论最为简单的平均场近似方法，对于易兴模型的高温展开方法也

会稍做介绍。

7所谓严格求解是指可以解析地
◦ ◦ ◦

计算出系统的配分函数（从而也可以得到所有热力学量）。一

个里程碑性的成果是昂萨格（ Onsager）在 1944年发表的关于二维易兴模型的严格解。这是人们
得到的第一个非平庸的、有相互作用的统计模型的正则系综严格解。后来，又有一大类二维的模

型找到了严格解。但是这些求解的方法无法推广到高维模型。二维模型具有严格的可解性是得益

于二维的 共形群
• • •

（ Conformal Group）的无穷多的对称性造成的。
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24 Ising模型的平均场近似

¶考虑处在均匀外磁场H中的易兴模型，它的哈密顿量由式 (5.3)给出：

H = −J
∑
<ij>

σiσj −
∑
i

σiH . (5.8)

对于一个给定的
◦ ◦ ◦

格点 i 上的自旋 σi，哈密顿量中与它有关的项为：−σi(H +

J
∑

j,<ij> σj)。也就是说，这个自旋除了感受到外磁场 H 以外，还感受到与它相
邻的格点上的自旋变量之和所产生的一个等效的磁场：J

∑
j,<ij> σj。但是，这个所谓的

等效磁场并不是一个常数磁场，而是与它近邻格点上的自旋变量有关，因此是一个在统计

上涨落变化的磁场，这样的问题仍然无法严格处理。平均场近似的思路就是用这个等效磁

场的系综平均值
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

（从而是一个常数）来代替等效磁场本身。所以我们引入一个平均场：

Heff = ⟨J
∑

j,<ij>

σj⟩ = qJ⟨σj⟩ , (5.9)

其中 q是晶格的配位数
• • •

，即每个格点的近邻格点数目，它完全由晶格的几何结构所决定。

8注意，由于晶格的平移对称性，所有的 ⟨σi⟩都是相同的
◦ ◦ ◦

，并不依赖于格点位置 i；同样

的，等效平均场 Heff 也是一个常数磁场，与位置无关。于是，我们引入
◦ ◦

在平均场近似

下的哈密顿量：9

H(MF ) = −
∑
i

σi(H+Heff ) , (5.10)

我们看到：在平均场近似下，易兴模型的求解问题化成了一个顺磁体的、近独立子系统计

问题。这种方法首先是由外斯（Weiss）提出的，它把周围的自旋对某个给定自旋所贡献
的等效磁场Heff 称为分子场

• • •
，因此这个等效磁场又被称为外斯分子场

• • • • •
。

平均场近似下的系统的配分函数可以很容易的计算出：

Z =
∑
{σi}

eβ(H+Heff )
∑

i σi = (2 cosh[β(H+Heff )])
N . (5.11)

由此，我们可以计算出每个自旋的系综平均值（也就是系统的磁化强度）：

⟨σi⟩ = tanh[β(H+Heff )] , (5.12)

但是按照自洽性条件 (5.9)，我们应当有：
8例如，对于一个三维的简单立方晶格，配位数 q = 6；对于一个二维的正方晶格，配位数

q = 4；对于一个二维的三角晶格，配位数 q = 6，等等。
9我们用 H(MF ) 来表示进行了平均场近似以后的系统哈密顿量，以区别于原来的哈密顿量 H。

注意，两者并不相等！
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Heff = qJ tanh[β(H+Heff )] , (5.13)

这个式子给出了Heff 所必须满足的一个自洽方程
• • • •

。

¶在自旋模型中，我们称每个格点上的自旋变量的系综平均值：

m = ⟨σi⟩ (5.14)

为系统的序参量
• • •

（ order parameter）。我们前面提到过，这个序参量正比于系统的磁化强

度。如果在外磁场H为零时序参量仍然不为零，我们就称系统具有铁磁性
• • •

，也可以说系

统中存在铁磁序
• • •

。系统中是否具有铁磁序与系统的各个参数有关。对于易兴模型，如果

给定了其哈密顿量中的各个参数，那么系统是否具有自发磁化（或者说，铁磁序）就由温

度决定。当温度降低到某个 临界温度
• • • •

（居里温度）时，系统会发生一个从顺磁相到铁磁

相的相变。这个相变在没有外磁场的情形下是一个二级相变。当温度低于临界温度时，系

统可以有非零的自发磁化。下面我们利用平均场近似的结果来讨论易兴模型的自发磁化

问题。

¶根据平均场近似的结果，当外磁场 H = 0时，分子场必须满足的自洽性条件 (5.13)
为：

Heff = qJ tanh(βHeff ) . (5.15)

这个非线性方程
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

的解可以分为两个情形来讨论。注意到双曲函数在小的 Heff 处的行为

是：tanh(βHeff ) ∼ βHeff，因此，如果 qJ/kBT < 1，那么上面的方程将只有一个零解：

Heff = 0；反之，如果 qJ/kBT > 1，那么上面的方程除了必定存在的零解以外，还有两

个非零的解，这两个非零解互为相反数。同时可以证明：这时两个非零解所对应的系统的

自由能更小。因此，这时系统真正取得的应当是非零解。按照定义 (5.14)和公式 (5.9)，非
零的 Heff 就意味着非零的序参量m，即自发磁化。所以我们得到平均场近似下的易兴模

型发生自发磁化的临界温度为：

Tc =
qJ

kB
, (5.16)

或 kBTc/J = q。注意，这个结果与晶格的维数无关，只与配位数 q 和交换能量 J 有关。
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10利用双曲函数的泰勒展开式：

tanhx ∼ x− 1

3
x3 + · · · , (5.17)

我们可以求出在临界温度附近的分子场的大小，进而求出平均自发磁化的数值：

m = ⟨σi⟩ =
√
3

(
1− T

Tc

)1/2

, (5.18)

这个公式适用的范围是温度非常接近于临界温度。因此，在临界点附近系统序参量的大小

与温度的关系为：

m = ⟨σi⟩ ∼ (Tc − T )1/2 . (5.19)

上面这个公式的“变种”实际上在各种二级相变中都会出现。在任何一个二级相变中，都

可以定义一个“序参量” m。当系统的温度 T 从高于临界温度 Tc 的一方过渡到低于临

界温度一方时，序参量会发生一个从零连续地
◦ ◦ ◦

变为非零的转变。这正是这类相变被称

为连续相变
• • • •

的一个原因。在临界点附近，实验和各种理论都已经证明，系统的序参量与

温度的关系可以普遍地写成：

m ∼

{
0 T > Tc

(Tc − T )β T < Tc
, (5.20)

其中 β 称为 序参量
• • •

临界指数
• • • •

。于是我们发现：易兴模型的平均场近似给出的序参量临

界指数为：β = 1/2。一般来讲，真实铁磁系统中的序参量临界指数 β 并不严格等于 1/2。

这也说明了平均场近似只是一个比较粗略的近似，并不能完全定量地描写实际系统的相

变性质。

¶公式 (5.20)定义的只是系统众多的临界指数中的一个。实际上，还有其他一些临界
指数，它们分别描写其他一些物理量在临界点附近的行为。例如，如果我们考虑（等温）

磁化率：

χT =

(
∂m

∂H

)
T,H=0

. (5.21)

利用平均场近似下的序参量表达式：

m = tanh[β(H+ Jqm)] ∼ β(H+ qJm) , (5.22)

10在平均场近似下，一个二维三角晶格上的易兴模型与三维简单立方晶格上的易兴模型具有同样

的临界温度（假定它们具有相同的 J 的话）。实际上两者的临界温度是很不相同的，因为维数会

对模型的临界行为起十分重要的作用。这一点是平均场近似下无法解释的。
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其中我们假定外磁场很小，而且温度足够接近临界温度从而序参量m也是小量。我们由

此求出：

m =
H

kB(T − Tc)
.

于是，我们可以求得等温磁化率：

χT ∼ (T − Tc)
−1 , H = 0 , T → Tc , (5.23)

在临界点附近，一个任意系统的等温磁化率与温度的关系可以普遍地写成：

χT ∼ |T − Tc|−γ , (5.24)

其中 γ 被称为磁化率
• • •

临界指数
• • • •

。所以我们得知：在平均场近似下的易兴模型的磁化率

临界指数 γ = 1。当然，真实系统的铁磁相变中的临界指数 γ 并不严格等于 1。

¶如果我们研究在 T = Tc 时序参量对于外磁场的依赖关系，我们可以定义另外一个

临界指数：

H ∼ mδ T = Tc , (5.25)

其中 δ 称为序参量对磁场
• • • • • •

的 临界指数
• • • •

在平均场近似下的易兴模型，如果 T = Tc，那

么：

m = tanh(m+ βH) ∼ (m+ βH)− 1

3
(m+ βH)3 + · · · ,

从而我们得到：δ = 3。

¶另外一个重要的临界指数是反映（固定外磁场时的）热容量 CH 在临界点附近的行

为的：

CH ∼ |T − Tc|−α . (5.26)

临界指数 α被称为 热容量
• • •

临界指数
• • • •

在平均场近似下，易兴模型的热容量在临界点附近

并不发散。它实际上有一个有限的跳跃（不连续）：

CH =

{
3NkB/2 T → T−

c

0 T → T+
c

. (5.27)

因此，平均场近似下易兴模型的热容量临界指数 α = 0。
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25 相变的朗道理论

朗道（ L.D. Landau）在 1936年建立了一套关于（二级）相变的热力学唯象理论。所
谓唯象理论是区别于从系统微观图象出发的统计物理理论，它主要是指基于一些基本的

物理假设，然后运用热力学的基本原理得到的理论。

朗道理论主要的假设包括：二级相变的两个相可以用一个序参量m来刻划。在一个

相中序参量m ≡ 0。在另一个相中，m ̸= 0。在临界点序参量连续地从零变为非零。也就

是说，在临界点处一定有m = 0。在临界点附近，系统的自由能可以展开成系统的序参量

m（记住，在临界点附近系统的序参量是一个小量）的幂级数；系统在平衡态所取的序

参量的值对应用系统自由能的极小值。需要指出的是，实验和理论都证明了，朗道理论的

这个基本假设实际上并不成立。尽管如此，朗道理论仍然为我们理解相变提供了有意义的

信息，而且它可以作为更为正确的理论（比如重正化群理论）的一个出发点。下面我们简

要介绍一下相变的朗道理论。我们将首先介绍一下朗道关于二级相变的理论，然后我们再

简单讨论一下朗道关于一级相变和三临界点的理论。

25.1 二级相变的朗道理论

¶这时我们假设系统具有m ⇔ −m的对称性，那么在临界点附近，系统的自由能可

以展开为：

F (m) = F0 +
a(T )

2
m2 +

b(T )

4
m4 + · · · . (5.28)

我们进一步假定，在临界点附近（即 T ∼ Tc 时），上面展开式中的系数 a(T )会发生一个

符号的变化，即假设：a(T ) = a0(T − Tc)，其中 a0为一正数。我们同时假定系数 b(T )在

临界点附近永远是正的。

按照朗道理论的基本假设，系统真实的平衡态的序参量的取值由自由能极小条件来

确定： (
∂F

∂m

)
T

= 0 = a(T )m+ b(T )m3 + · · · . (5.29)

于是我们发现：当 T > Tc 时，由于 a(T ) > 0，从而使自由能极小的解为：m = 0，也就

是说，这时系统的序参量为零（没有自发磁化）；而当 T < Tc 时，由于 a(T ) < 0，从而

使自由能极小的解为：

m =
√

−a(T )/b(T ) ∼ (Tc − T )1/2 T < Tc . (5.30)

也就是说，这时系统的序参量不为零（有自发磁化）。这个公式告诉我们：朗道理论预言

了系统序参量临界指数 β = 1/2。值得注意的是，这个数值与我们上一节中得到的易兴模

型在平均场近似下的序参量临界指数 β 相同，都等于 1/2。
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如果我们加上一个小的外磁场 H，那么可以研究系统对于外场的响应，这时朗道自
由能应当写为：

f(m) = f0 −mH+
a(T )

2
m2 +

b(T )

4
m4 + · · · . (5.31)

而自由能极小的条件 (5.29)也应当改为：

H = a(T )m+ b(T )m3 + · · · . (5.32)

所以在临界点附近我们有：m ∼ H/|T − Tc|，这意味着系统的磁化率临界指数为：γ = 1，

再一次与上一节中易兴模型的平均场近似的相应结果一致。如果我们考虑温度正好等于

临界温度，那么系数 a(T ) = 0，于是，我们发现：H ∼ m3，这说明序参量对外磁场的临

界指数 δ = 3，也与上一节易兴模型平均场近似的相应结果一致。类似地，我们可以讨论

系统的热容量在临界点附近的行为。可以证明：平均场近似的结果一样，朗道理论预言热

容量在临界点两边有一个跃变（这一点，留作练习）。

¶综合以上的讨论我们发现：对于一个二级相变，朗道理论可以得到与平均场近似完
全一致的结果。这种一致性并不是偶然的。我们在第 26节中将说明，朗道理论从微观上
讲就是一种平均场理论。当然，这两种方法（本质上是一致的）得到的结果都与实际的情

况不符。这也说明了，朗道理论（或者说平均场近似）只是一个定性或半定量的唯象理

论，不是一个精确的理论。

25.2 一级相变的朗道理论

现在我们考虑另外一种可能性。我们假定系统的自由能按照序参量m展开为：

f(m) = f0 +
a(T )

2
m2 +

b(T )

4
m4 +

c(T )

6
m6 + · · · . (5.33)

但是系数 b(T )并不是正的，而是负数。为了使得系统仍然有稳定的状态，我们假定系数

c(T ) > 0永远成立。这时，系统中可以出现一个一级相变
◦ ◦ ◦ ◦

。也就是说，在某个温度 T
(1)
c

时，11系统的序参量m可以发生一个有限的
◦ ◦ ◦

跃变。这个临界温度由下列两式联合确定：

∂f

∂m

∣∣∣∣
m0

= 0 = am0 + bm3
0 + cm5

0 ,

f(m0)− f(0) = 0 =
a

2
m2

0 +
b

4
m4

0 +
c

6
m6

0 (5.34)

11这里我们用 T
(1)
c 来表示一级相变的临界温度，以区别于前面讨论的二级相变的临界温度 T

(2)
c 。
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这个方程的解为：

m2
0 = −3b(T

(1)
c )

4c(T
(1)
c )

, (5.35)

而系统一级相变的临界温度满足：

a(T (1)
c ) =

3b(T
(1)
c )2

16c(T
(1)
c )

. (5.36)

我们发现：在一级相变的临界温度处，我们仍然有：a(T
(1)
c ) > 0，也就是说，一级

相变的临界温度 高于
◦ ◦

二阶相变的临界温度 T
(2)
c 。由于我们假定系数 b(T ) 在温

度 T
(1)
c 附近是负的，所以系统在发生一级相变时，它的序参量会从 m = 0 跃变到

m = m0 =

√
−3b(T

(1)
c )/4c(T

(1)
c )。

25.3 三临界点的朗道理论

¶上一小节我们看到，系统发生一级相变时，一般来说系数 a(T )是正的。如果在一

级相变发生时，系数 a(T )也恰好等于零，这时一级和二级相变将 同时
◦ ◦

发生。一般来讲，

事情不会这么巧，特别是如果系数 a，b，c等等仅仅是温度的函数时。但是，如果这些

系数还依赖于另外一个参量，12比如说称为 ∆，那么，只要适当调节参量 ∆，就有可能
◦ ◦ ◦

使得在某个温度 Tt 和 ∆t 时满足：a(Tt,∆t) = b(Tt,∆t) = 0。这时，我们称系统处于一

个三临界点
• • • •

（ tricritical point）。在三临界点附近，系统的临界性质会表现出与一级或二

级相变不同的性状。朗道理论也可以用来定性地讨论系统在三临界点附近的行为。

这时，一级相变的曲线满足下列方程：

a(∆, T )− 3b2(∆, T )

16c(∆, T )
= 0 , (5.37)

而二级相变的临界点由 a(∆, T ) = 0给出。这两条曲线在 ∆ − T 平面的交点就是三临界

点。两条曲线的斜率可以按照下面的方法求出求出。对于二级相变曲线，我们有：

d∆

dT

∣∣∣∣
(2)

= − ∂a/∂T

∂a/∂∆
≡ −aT

a∆
, (5.38)

其中我们用简化的符号 aT 和 a∆ 来分别代表函数 a(∆, T )对于温度 T 和参量 ∆的偏导

数。而对于一级相变，我们得到：

d∆

dT

∣∣∣∣
(1)

= −
aT c+ cTa− 3

8bbT

a∆c+ c∆a− 3
8bb∆

. (5.39)

12这些另外的参量可以是外磁场、外电场、压强等等。
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于是我们看到，在两根曲线相交的三临界点附近，由于 a(∆, T ) → 0并且 b(∆, T ) → 0，

我们发现一、二级相变的相变曲线的斜率在三临界点附近也变得相同。这就意味着，在三

临界点不仅两条曲线相交，而且它们是光滑联结在一起的（导数也连续）。

¶在 T −∆二维平面上我们选取三临界点为原点并令：

x =

(
T − Tt

∆−∆t

)
,

那么三临界点意味着 x → 0，系统的临界性质依赖于 x如何趋于原点。为了考察不同的可
能性，我们假定 a,b在原点附近都线性地依赖于 x:

a(T,∆) = a · x+ · · · , b(T,∆) = b · x+ · · · . (5.40)

其中 a, b为两个非零的二维矢量。另一个系数 c(T,∆)基本可以认为是常数。现在利用自

由能的极值条件 ∂f/∂m = 0我们发现序参量m满足方程 a+ bm2 + cm4 = 0，即：

(a · x) + (b · x)m2 + cm4 = 0 . (5.41)

在三临界点附近，x → 0，因此我们一定有：m2 → 0，但是其具体的行为将依赖于 x如何
趋于 0。前面提到，a，b是两个一般的二维矢量（既不平行也不垂直）。那么对于 x → 0
且 x ⊥ b，我们有m4 ∼ |x|，或者：

m(T,∆) ∼ |x|1/4 . (5.42)

但在 T −∆平面上也存在使 x ⊥ a的情况下趋于零的可能，这种情况下我们就得到：

m(T,∆) ∼ |x|1/2 . (5.43)

因此我们看到，在三临界点附近，按照不同的方式趋于三临界点，我们可以得到不同的

临界指数。一般来讲，处于所谓三临界区域的点由关系 (5.42)来表征，它们由一组临界
指数描写，通常这一组临界指数用一个下标 t来表示；另外一些处于临界区域的点由关

系 (5.43)来表征，它们由另外一组临界指数来描写，通常用脚标 u来表示。因此我们发

现，朗道理论预言：βt = 1/4，βu = 1/2。我们也可以求出其他相应的临界指数：γt = 2，

γu = 1，αt = 1/2，αu = −1。

¶最后我们指出，从统计物理的微观角度来看，朗道理论做为一个热力学理论实际上
等价于统计物理中的平均场理论，一般讲它只能对临界现象做出定性的

◦ ◦ ◦
或半定量

◦ ◦ ◦
的解

释，它对临界指数的预言往往
◦ ◦

是不准确的。13真正的精确理论计算需要利用其他的方法，

例如重整化群
• • • •

方法、Monte Carlo模拟等等。

13一个令人吃惊的结果是，尽管朗道理论对于普通临界指数的预言与实际情况并不相符；朗道理

论对于三临界点附近的临界指数（那些带有脚标 t的临界指数）的预言却几乎是严格的。
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26 Bragg-Williams近似：再看平均场近似

¶我们在第 24节中按照Weiss的思路讨论了易兴模型的平均场理论。事实上，平均场
近似的结果可以从另外一个角度出发得到，这就是本节介绍的 Bragg-Williams近似。从本
质上说，Bragg-Williams近似与平均场近似完全等价。

在 Bragg-Williams近似中，我们假定各个格点上的自旋变量取 +1和 −1的几率与其

他格点的自旋取值无关，是相互统计独立
◦ ◦ ◦ ◦

的。于是，每个格点上的自旋变量 σi取 +1和

−1的几率可以统一由一个参数m描写：

p± = (1±m)/2 , (5.44)

其中m的物理意义就是每个格点上自旋的平均值，或者说，就是系统的序参量
• • •

：

m = ⟨σi⟩ = p+ − p− . (5.45)

这时，整个系统构成了一个近独立子系
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

。每一个格点上的自旋变量是统计独立的。或者

用更物理一些的语言，在 Bragg-Williams近似下，系统变成了一个顺磁系统。利用序参量
m，我们可以写出系统的自由能：

F (T,H) = ⟨E − TS⟩ = −NqJ

2
m2 −NHm

+ NkBT

(
1 +m

2
log

1 +m

2
+

1−m

2
log

1−m

2

)
, (5.46)

其中第一项是具有序参量m时的系统的相互作用能；第二项是各个自旋与外磁场的塞曼

能量；第三项是系统熵对于自由能的贡献，它的计算可以利用玻耳兹曼对于熵的统计定义

得到。14现在，我们要求参数m的取值必须使得自由能取极小值。这个条件给出：

−qJm−H+
kBT

2
log
(
1 +m

1−m

)
= 0 ,

或者等价的写成：

m = tanh[β(qJm+H)] . (5.47)

这个式子与第 24节中我们得到的平均场近似下的自洽条件 (5.22)完全一致。如果我们令
上式中的外磁场等于零，我们马上就可以得到临界温度的结果：Tc = qJ/kB。类似于前

面第 24节中的讨论，我们可以得到 Bragg-Williams近似下的易兴系统的所有临界行为。
当然，所有这些结果完全与第 24节中平均场的结果相同。

14即：S = kB logΩ。注意这时系统的微观状态数目就是：Ω = N !/(N+!N−!)，其中 N± 分别是

自旋向上和向下的平均自旋数目，它们满足：N+ +N− = N。
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¶从 Bragg-Williams近似中的自由能 (5.46)还可以发现一个重要的现象。如果我们令
外磁场为零，同时假定温度接近于临界点，从而系统中的序参量m是一个小量，我们可

以对自由能 F (T,H = 0)对序参量做展开：15

F (T,H = 0)

N
=

m2

2
(kBT − qJ) +

kBT

12
m4 + · · · , (5.48)

其中我们已经将与序参量无关的量略去了。于是我们发现，在平均场近似下（或者

等价地说，在 Bragg-Williams近似下），系统的自由能在临界点附近可以展开成序参量
的幂级数

◦ ◦ ◦
，这正是朗道理论的最基本假设之一。同时，序参量的二次项的系数在临界点

附近会变号，其他展开系数则都是恒正的。所有这些都与我们上一节的朗道理论中的假

设一致。这种一致性再次告诉我们：平均场近似与唯象的朗道理论是等价的。这种等价

性的另一个迹象就是我们前面已经提到的，两种方法给出的易兴模型的所有临界指数都

相等。事实上，平均场近似与朗道理论的等价性可以在更为普遍的基础上加以证明（参

考 [11, 16]）。

27 临界点附近的涨落与关联

¶前面我们仅仅讨论了系统在平衡时的序参量的确定，没有讨论序参量可能的涨落。
这些涨落在通常情况下是很小的，但是如果系统非常接近临界点，那么涨落的影响就不能

忽略不计了。

要讨论涨落，我们就必须讨论系统中非均匀
• • •

的序参量的变化。我们可以借鉴朗道理

论的思想来构造系统的自由能：

F [m(r)] =
∫

dr
[
f0(T ) +

a(T )

2
m2(r) +

d(T )

2
[∇m(r)]2 +

b(T )

4
m4(r)

]
, (5.49)

也就是说，系统的自由能是系统序参量 m(r)的泛函。这里我们略去了其他可能的高阶
项。这种理论有时候又被称为朗道

• •
-金兹堡模型

• • • • •
(Landau-Ginzburg model)。16

关于这个自由能表达式我们需要稍微作一些说明。首先，我们这里采用了“连续的”

符号。也就是说，空间坐标 r是连续的，而不是象前面所说的位于一些格点上。这实际上
是基于一些假设的。我们实际上假设了系统可以分为一些宏观小、微观大的部分。每一个

部分都可以用一个序参量m(r)来描写，而且每一个部分内部系统是均匀的。当然，不同
部分之间的序参量可以是不同的。具体来说，我们实际上假定m(r)变化的特征长度比起

15 更确切的展开应当用以温度和序参量为独立变量的热力学势，它与 F (T,H)相差一个勒让德

变换。不过在外场为零时，两者数值是一样的。
16严格来说，Landau-Ginzburg模型是描写超导体与外电磁场相互作用的一个模型。我们这里实
际上只是借用其精神。

106
刘川



平衡态统计物理

系统微观的格点间距大很多，以至于我们可以用“连续的”的语言来描写序参量。这一点

在临界点附近是可以得到保证的，因为系统的关联长度趋于无穷大。

显然，对于均匀的（空间平移不变的）体系，使得自由能 (5.49)极小的解 m̄也是均

匀的并且满足：

m̄2 =

{
−a(T )/b(T ) T < Tc ,

0 T > Tc .
(5.50)

这正前面讨论的朗道理论的结果。它们分别对应于系统的破缺相
• • •

（即 m̄ ̸= 0）和对称相
• • •

（即 m̄ = 0）。现在考虑系统中存在的涨落，于是我们令

m(r) = m̄+ δm(r) , (5.51)

一个重要的物理量是序参量的关联函数
• • • •

，它的最一般的定义是：

C(r1, r2) = ⟨(m(r1)− ⟨m(r1)⟩)(m(r2)− ⟨m(r2)⟩)⟩ , (5.52)

其中 r1，r2 是两个任意的空间坐标。虽然对于最一般的系统它是两个坐标的函数，但是
对于具有平移不变性的系统来说，它仅仅依赖于两者的相对坐标 r = r1 − r2。我们将仅仅
考虑这类系统。对于这类系统我们有：⟨m(r1)⟩ = ⟨m(r2)⟩ = m̄，其中 m̄满足公式 (5.50)。
关联函数是研究统计系统时十分重要的物理量，它包含了丰富的物理信息。我们这个课程

无法“穷尽”它的所有内涵，我们将仅仅限于讨论它与临界涨落之间的关系。

对于平移不变的系统来说，将 δm(r) = m(r)− m̄展开成傅立叶级数是方便的：

δm(r) = m(r)− m̄ =
1

V

∑
k

m̃ke
ik·r , (5.53)

其中 V 是系统的体积，m̃k 为序参量的傅立叶分量。它是一个复的
◦ ◦

变量。序参量 δm(r)

的实性要求：m̃k = m̃∗
−k。在一个有限的体积 V 中，所允许的 k的取值实际上是分立的。

当然对于宏观的体积而言，k可以看成是准连续的。将公式两边乘以 e−ip·r并在体积 V 内

对 r积分我们就可以得到傅里叶变换的逆变换：∫
d3rδm(r)e−ip·r =

∑
k

m̃k ·
1

V

∫
ei(k−p)·rd3r = m̃p . (5.54)

其中我们利用了：(1/V )
∫
d3r exp(i(k− p) · r) = δp,k。因此，m̃k与 δm(r)是完全等价的。

但是对于平移不变的体系而言，利用 m̃k来描写体系有它的方便之处。

我们下面希望用序参量涨落的傅里叶模式 m̃k 来表达公式 (5.52)中定义的关联函数。
按照公式 (5.52)中定义，我们有：

C(r1, r2) =
1

V 2

∑
k1,k2

⟨m̃k1m̃k2⟩ eik1·r1+ik2·r2
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现在我们将 r1写为：r1 ≡ r1 − r2 + r2 = r+ r2，其中 r ≡ r1 − r2为两个点之间的相对坐
标。正如我们前面指出过的，对于平移不变的系统来说，关联函数将只依赖于两点之间的

相对坐标 r，不会明显依赖于 r2。这样一来上式中的表达式变为：

C(r1, r2) ≡ C(r) =
1

V 2

∑
k1,k2

⟨m̃k1m̃k2⟩ eik1·r+i(k2+k1)·r2

因此我们可以将上式两边对于 r2积分再除以体积 V 仍然得到类似的等式：

C(r) =
1

V

∫
d3r2C(r) =

1

V 2

∑
k1,k2

⟨m̃k1m̃k2⟩ eik1·rδk1+k2,0

利用关联函数傅里叶模式之间的关系 m̃k = m̃∗
−k，我们发现关联函数可以表达为：

C(r) =
1

V 2

∑
k
⟨|m̃k|2⟩eik·r . (5.55)

所以，只要计算出序参量的傅立叶分量的模方的系综平均值 ⟨|m̃k|2⟩就可以得到系统的关
联函数 C(r)。序参量的傅立叶分量反映了系统中序参量围绕其平均值的涨落情况。所以
我们从这个式子也看出，系统中的统计关联与涨落的强弱是联系在一起的。一般来讲，系

统内的涨落越强，统计关联也越强。

为了计算 ⟨|m̃k|2⟩，我们可以利用11节的关于涨落的准热力学理论。为此，我们取温
度和 m̃k 为独立变量。因为温度的涨落与 m̃k 的涨落相互独立，我们可以进一步假定温

度、体积恒定，而仅仅研究 m̃k的涨落问题。这时涨落的普遍公式可以写成：

W ∝ exp
(
− ∆F

kBT

)
. (5.56)

其中 ∆F 为系统存在涨落时，自由能对于其平均值的偏离：

∆F = F − F̄ =

∫
∆fdr , (5.57)

按照朗道理论对于自由能的假设，系统的自由能密度为：17

∆f =
a(T )

2
[δm(r)]2 +

d(T )

2
[∇m(r)]2 + · · · , (5.58)

其中我们忽略了 δm(r)的高次项。平均场近似告诉我们，在临界点附近有： a(T ) =

a0(T − Tc)，以及 d(T ) > 0。所以，我们可以得到：

∆F =
1

2V

∑
k
(a(T ) + d(T )k2)|m̃k|2 . (5.59)

17下面的计算是以对称相为例进行计算的，即假定 m̄ = 0。所以这里的计算对应于 T → T+
c 的情

形，即 a(T ) > 0。如果要在破缺相（其中 a(T ) < 0）中进行计算，则需要考虑 b(T )m4 项中的贡

献。结果是需要将下面的公式 (5.58)中的 a(T )替换为 2|a(T )|。
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这个公式充分体现了利用傅里叶分量 m̃k 的优势。如果运用坐标空间的变量 δm(r)来表
达，体系自由能涨落 ∆F 关于 δm(r)是非对角的，因为 ∆F 中涉及 ∇δm(r)。但是如果
利用傅里叶分量，则 ∆F 关于 m̃k 是完全对角的。将这样对角化的 ∆F 代入到涨落的概

率 (5.56)之中，我们就得到完全独立的一系列高斯分布的乘积。于是我们得到：

⟨|m̃k|2⟩ =
V kBT

a(T ) + d(T )k2
, (5.60)

将上式带入到关联函数的公式 (5.55)中我们就得到：

C(r) =
kBT

V

∑
k

eik·r

a(T ) + d(T )k2
. (5.61)

如果我们假定体积非常大（宏观的），用积分代替求和我们得到：

C(r) =
kBT

4πd(T )

e−r/ξ

r
, (5.62)

其中我们定义了关联长度
• • • •

ξ：

ξ =

√
d(T )

a(T )
, (5.63)

关联长度的物理意义十分明确，它代表了系统内两点之间的关联随距离衰减的特征长度。

一般情况下，关联长度是一个有限的正数。所以，系统内部的两个点之间的关联随它们距

离的增加而指数地衰减。但是，如果系统处于临界点附近，情况就不同了。由于在临界点

附近 a(T ) ∼ |T − Tc| ∼ 0，我们发现在临界点附近关联长度 ξ趋于无穷大：

ξ ∼ |T − Tc|−ν , ν =
1

2
, (5.64)

这个式子定义了另一个临界指数 ν。在平均场近似下（朗道理论），临界指数 ν = 1/2。在

实际的系统中，二阶相变临界点附近的关联长度也是发散的，只不过临界指数 ν 并不等

于平均场理论所预言的 1/2。在临界点上时，系统内序参量的统计关联不再随距离而指数

衰减，而是表现出长程关联
• • • •

（仅仅是按照距离的幂次衰减）：

C(r) ∼ r−D+2−η , (5.65)

其中 D是系统的维数。上式实际上定义了另一个临界指数 η。在平均场近似下，我们有

η = 0。对于实际的系统，实验测定的 η ∼ 0.1。

¶通过这一节的讨论和分析我们看到，关联与涨落是相互联系的。在临界点附近，系
统内的统计关联长度 ξ 发散，系统内的涨落也趋于无穷。这是所有二阶相变（临界现象）

最普遍、最明显的标志性特征，同时也是造成普适性的主要原因。
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28 易兴模型的严格解、高温展开和对偶性

¶前面几节中，我们侧重讨论了易兴模型的平均场近似。为了说明除了平均场近似以
外还存在其他的方法，同时也为了与平均场近似进行比较，这一节中，我们介绍一下求解

易兴模型的另外一些方法。我们将介绍一维易兴模型的严格解，说明它在有限温度并不存

在相变；然后我们讨论针对二维正方晶格上的易兴模型的另一种方法－ 高温展开方法
• • • • • •

。

同时，我们将顺便说明这时易兴模型所具有的一种特殊对称性－对偶性
• • •

。

28.1 一维易兴模型的严格解

¶首先来看一维晶格上的 Ising模型。为明确起见，我们假定系统具有 N 个格点并且

我们加上周期边条件
• • • • •

。我们将系统的哈密顿量写为：

H = −J

N∑
i=1

σiσi+1 −
H
2

N∑
i=1

(σi + σi+1) (5.66)

上式中我们将哈密顿量写为了更加对称的形式。注意，周期边条件意味着我们必须将第

N + 1个格点与第一个格点等同起来，即：σN+1 ≡ σ1。于是，体系的正则系综配分函数

为：

ZN =
∑
{σi}

N∏
i=1

exp
[
β

(
Jσiσi+1 +

H
2
(σi + σi+1)

)]
. (5.67)

现在我们引进所谓的转移矩阵
• • • •

（transfer matrix）T并且用 +1, −1（而不是通常的 1，2）

来标志它的行和列：

T =

(
T1,1 T1,−1

T−1,1 T−1,−1

)
, (5.68)

其中的矩阵元分别等于：

T1,1 = eβ(J+H) ,T−1,−1 = eβ(J−H) ,T−1,1 = T1,−1 = e−βJ (5.69)

注意这些矩阵元恰好是公式 (5.67)中的每个因子在 σi 和 σi+1 分别取 ±1时的结果。于是

系统的配分函数可以写为：

ZN =
∑
{σi}

Tσ1σ2Tσ2σ3 · · ·TσNσ1 = Tr
(
TN
)
. (5.70)

我们知道一个矩阵的迹在正交变换下是不变的。因此，我们需要做的就是将转移矩阵 T

对角化，当然它的 N 次幂也相应地对角化了。令转移矩阵 (5.68)的模较大的本征值为 λ1，

较小的为 λ2，那么我们有：

ZN = (λ1)
N + (λ2)

N ≃ (λ1)
N , (5.71)
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其中我们忽略了 λ2 的贡献是因为 N 是一个非常大的数（1023 的量级）。将矩阵元 (5.69)
代入，我们解得：

λ1 = eβJ cosh(βH) +

√
e2βJ sinh2(βH) + e−2βJ

所以体系的自由能可以写为：

F = −NkBT ln
[
eβJ cosh(βH) +

√
e2βJ sinh2(βH) + e−2βJ

]
. (5.72)

我们可以计算系统的序参量：

m = ⟨σ1⟩ = − 1

N

∂F

∂H
经过一些初等的运算后得到：

m =
sinh(βH)√

sinh2(βH) + e−4βJ
. (5.73)

我们发现，如何令外磁场为零H = 0，那么序参量m = 0，这对于任何非零的温度都是如

此。因此体系不会发生顺磁 -铁磁相变。

¶ 我们还可以讨论一维 Ising 链的自旋关联函数。为此，类比于第 27节的定义
式 (5.52)，这时的关联函数为：C(i, j) = ⟨σiσj⟩。由于体系具有一维平移不变性，我们可
以令

C(j) = ⟨σ1σj⟩ . (5.74)

注意两者之间的间隔是 (j − 1)倍的格距。

为了计算这个关联函数我们暂时将 σi与 σi+1之间的耦合参数写成 Ji：

H = −
N∑
i=1

Jiσiσi+1 . (5.75)

我们在最后会令 J1 = J2 = · · · = JN = J，但是在计算过程中保留它们的不同会给计算带

来很大方便之处。于是，自旋关联函数可以表达为：

C(j) =
1

ZN

∑
{σi}

(σ1σj)e
∑N

i=1 βJiσiσi+1

其中 ZN = ZN (J1, · · · , JN ) =
∑

{σi} e
∑N

i=1 βJiσiσi+1 为体系的配分函数。为了计算这个配

分函数，我们再次利用前面引入的转移矩阵。对于具有不同耦合参数的一维 Ising模型的
哈密顿量，它的配分函数可以写为：

ZN = Tr

(
N∏
i=1

T(i)(Ji)

)
, (5.76)
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其中第 i个转移矩阵为：

T(i)(Ji) =

(
eβJi e−βJi

e−βJi eβJi

)
= eβJi · 1 + e−βJiτ1 , (5.77)

其中 τ1是转移矩阵空间的 Pauli矩阵。为了操作方便我们定义投影算符：

P± =
1± τ1

2
. (5.78)

这样一来上面的转移矩阵可以写为：

T(i)(Ji) = 2 [cosh(βJi)P+ + sinh(βJi)P−] . (5.79)

现在我们可以利用投影算符的性质得到：

N∏
i=1

T(i)(Ji) = 2N

[
P+ ·

N∏
i=1

cosh(βJi) + P− ·
N∏
i=1

sinh(βJi)

]
.

于是系统的配分函数可以表达为：

ZN = 2N−1

(
N∏
i=1

cosh(βJi) +
N∏
i=1

sinh(βJi)

)
. (5.80)

现在注意到：

σ1σj = (σ1σ2)(σ2σ3) · · · (σj−1σj) ,

所有插入的中间的因子都统统等于 (σk)
2 ≡ +1。但是这样一来，上式中的每个因子可以

通过对相应的 Ji求偏导数获得。因此，我们有：

C(j) =
1

βj−1ZN

∂j−1ZN (J1, · · · , JN )

∂J1∂J2 · · · ∂Jj−1

∣∣∣∣
Ji=J

=
tanhj−1(βJ) + tanhN−j+1 tanh(βJ)

1 + tanhN (βJ)
(5.81)

由于我们总是有 tanh(βJ) < 1且 (N−j+1) ≫ 1，所以我们可以在分母中略去 tanhN (βJ)，

分子中略去 tanhN−j+1(βJ)。因此我们得到：

C(j) ∝ e−j/ξ , ξ = − 1

ln(tanh(βJ))
. (5.82)

其中我们定义了关联长度 ξ。对于极低温度，ln(tanh(βJ)) ≃ −2e−2βJ，因此我们得到：

ξ ≃ 1

2
e2βJ . (5.83)

所以在低温时，关联长度指数地增大，但是它永远不会发散。
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28.2 二维易兴模型的高温展开与对偶性

¶下面我们讨论二维易兴模型。为了简单和明确起见，我们考虑一个二维正方晶格上
的、无外磁场的易兴模型：

H = −J
∑
<ij>

σiσj , (5.84)

其中所有的自旋变量 {σ}都定义于二维正方晶格的格点上并且只能取值 ±1。系统的正则

配分函数为：

Z =
∑
{σi}

∏
<ij>

eβJσiσj . (5.85)

现在注意到易兴模型的特殊性：由于所有的 σi只能取 ±1，我们有：

eβσiσj = cosh(βJ) + σiσj sinh(βJ) . (5.86)

所以我们可以将配分函数写成：

Z = [cosh(βJ)]2N ·
∑
{σi}

∏
<ij>

[1 + σiσj tanh(βJ)] . (5.87)

这个式子特别适合来做所谓的高温展开
• • • •

。在温度很高时，tanh(βJ) ≪ 1，因此上式中

的连乘式中最大的一项贡献就是每一个因子都取 1。接下来的贡献就是尽可能的少取

tanh(βJ)的因子而多取 1的因子。但是需要注意的一点是，每当我们取了一个 tanh(βJ)
的因子时，与之一起必然同时出现一个 σiσj 的因子。由于每一个格点上的自旋变量 σi的

求和取 ±1两个值，因此如果某个给定的 σi 的因子仅仅出现奇数次，那么对于这个自旋

变量的求和以后必定给出零的贡献，因为：(+1) + (−1) ≡ 0。因此，所有的非零贡献中，

必定每个
◦ ◦

自旋变量都出现偶数次（包括零次）。这个事实可以十分方便地用几何的方法

来表达。从几何上说，如果我们将带来每一个 σiσj tanh(βJ)的因子的近邻对 < ij >都作

一个标记，例如将这些键都画成红色，那么所有这些被标记的近邻对必定在二维正方晶格

上构成一个闭合回路
◦ ◦ ◦ ◦

，因为只有闭合的回路才能保证这个回路所连接的每一个格点上的

σi 因子都是偶数次幂。如果我们将一个孤立的（不在任何闭合回路中的）格点本身也看

成是一种特殊的（长度为零的）闭合回路，那么我们发现：公式 (5.87)中的求和的每一项
都与一个几何上的图

•
（ diagram）一一对应。这些图中，每一个格点都必定在某个闭合

回路（包括孤立的点，它被视为零长度的闭合回路）中。而每一个特定的图对于配分函数

的贡献的规则也十分简单：每一个闭合回路中的紧邻联结贡献一个因子 tanh(βJ)；孤立的
点不贡献。所以，易兴模型的配分函数可以写成：

Z = [cosh(βJ)]2N ·
∑
Γ

[tanh(βJ)]L(Γ) , (5.88)
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其中 Γ代表格点上所有不同的
◦ ◦ ◦

闭合回路，L(Γ)代表这个闭合回路的周长（以晶格格距

为单位）。闭合的回路保证了每个晶格点上的自旋变量一定出现偶数次。我们看到，首项

的贡献是 1，这对应于一个零长度的闭合回路。下一项的非零贡献是正比于 tanh4(βJ)，
这对应于晶格上的某个小方块回路（周长为 4）的贡献，等等。我们这里并不打算详细讨

论这个高温展开，我们仅仅是指出这个展开到目前为止是严格的，没有进行任何的
◦ ◦ ◦

近

似。在进行真正计算时，人们必须将展开式截断到某一阶。18由于这些图是与高温展开联

系起来的，因此它们被称为 高温展开图
• • • • •

。利用几何的图形来表达物理的公式，这在我们

这个课程中已经不是第一次了。前面（第 20节）讨论的迈尔集团展开也是这种思想。统
计物理中经常会利用图论的方法来计算某种展开。这种利用几何上的图来计算展开的方

法同时也出现在其他分支中，例如量子场论的微扰展开（所谓的费曼图）。

公式 (5.88)中对于格点上所有不同的闭合回路的求和也可以用更为明确的方法加以表
述。为此，我们在格点的所有键

◦
上定义一个整数，对于那些组成闭合回路的键 l，我们

约定：nl = 1；对于那些不属于闭合回路的键 l，我们定义：nl = 0。于是，易兴模型的配

分函数的高温展开式也可以写成下面的等价的形式：

Z = [cosh(βJ)]2N ·
∑

{nl},∂{nl}=0

[tanh(βJ)]
∑

l nl , (5.89)

其中符号 ∂{nl} = 0表示所有取值为 nl = 1的键构成一个闭合回路（这是数学上的一个符

号，表示没有边界）；而
∑

l nl 表示所有键上的 nl 之和，也就是所有构成闭合回路的键的

总数。只要从几何上数出格点上不同长度的拓扑不等价的闭合回路的数目，就可以给出易

兴模型的配分函数一个很好的近似展开式。这种计数的工作对于周长比较小的闭合回路

是直接了当的。但是，随着回路周长的增加，这个工作会变得越来越烦琐。事实上，到比

较高的阶数，往往必须借助于计算机来完成。总之，经过适当的计算，我们就可以得到易

兴模型配分函数的高温展开。可以证明，这种展开在二阶相变的临界点以上
◦ ◦

一定是收敛

的。但是需要指出的是，在临界点处这个级数一定会发散。

¶现在我们要利用易兴模型的高温展开的形式表达式来引入所谓的对偶变换
• • • •

。由原

来晶格的每个小方格的中心可以构成一个与原来晶格类似的二维正方晶格。这个晶格称

为原来晶格的 对偶晶格
• • • •

。于是，对于满足 ∂{nl} = 0条件的每一组 {nl}，我们可以在原

来晶格的对偶晶格上重新定义一个自旋变量 τa = ±1，这些新的自旋变量的取值按照下列

法则来进行：如果原来晶格的某个键上 nl = 1，这个键两侧的 τ 就取异号；如果原来晶格

的某个键上 nl = 0，这个键两侧的 τ 就取同号。这样一来，对于每一组满足 ∂{nl} = 0条

件的 {nl}，我们正好有： ∑
l

nl =
∑
<ab>

(1− τaτb)/2 , (5.90)

18对于易兴模型，人们已经计算这个展开式到几十阶。当然，这里的困难主要在于数清楚不同的

图的数目。
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即我们将对于原来晶格上的所有键的一个求和（等式左边）与对偶晶格上的键的求和联

系起来了。稍微在纸上比画一下 19 就可以发现：条件 ∂{nl} = 0刚好保证了这样定义的

τa 是自洽的
◦ ◦ ◦

，不会出现任何的矛盾。如果所有的非零的 nl 不构成一个回路，就可能会

有一个对偶晶格上的格点的自旋变量无法自恰定义（一方面要求取 +1，另一方面要求取

−1。）。现在我们定义一个对偶温度
• • • •

β̃：

e−2β̃J = tanh(βJ) , (5.91)

这样的变换称为对偶变换
• • • •

，我们可以利用它将原先的易兴模型的配分函数表达成新的变

量 τa 的配分函数，最为重要的一点是：新的的自旋变量的配分函数，仍然是一个易兴模

型的配分函数（除去一些无关紧要的因子之外）：

Z(β) = [sinh(2βJ)]N
1

2N+1

∑
{τa}

eβ̃J
∑

<ab> τaτb . (5.92)

由此我们得到了两个对偶的系统的自由能之间的关系：

F (β)

N
+

1

β
log sinh(2βJ) =

F (β̃)

N
, (5.93)

由于按照定义 (5.91)容易证明：

sinh(2βJ) sinh(2β̃J) = 1 , (5.94)

至此我们发现：自由能和对偶温度的表达式都说明两个系统互为
◦ ◦

对方的对偶变换。

对偶变换 (5.94)将系统的高温和低温联系在了一起。换句话说，易兴模型在极低温下
的配分函数可以用它在极高温时的配分函数来表达，而后者可以利用高温展开很好的计

算。另外，当易兴系统达到二级相变的临界点时，系统内的关联长度达到无穷。这时它的

对偶格点上的易兴模型的关联长度一定也是无穷大。所以，我们知道临界温度一定满足：

βc = β̃c。于是我们求出了二维正方晶格上易兴模型的严格
◦ ◦

临界温度满足：

sinh(2βcJ) = 1 , βcJ =
1

2
log(1 +

√
2) = 0.440686794 · · · , (5.95)

19强烈建议大家画一下，如果你真想搞明白的话。
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这个对偶性的结论首先是 Kramers和Wannier在 1941年得到的。这个结果早于 Onsager公
布他的著名的二维易兴模型的严格解（1944年）。这个严格的结果也同时说明平均场近似
的结果是不正确的。当然，仅仅依靠对偶性虽然能够确定系统的严格的临界温度，但仍

然不足以解出系统的所有热力学性质。二维正方晶格上的易兴模型的完全解析解首先由

Onsager得到。有兴趣的同学可以参考 [11, 16]中的讨论。

¶对偶变换以及对偶性还被应用于理论物理的其他方面。对于每个晶格上的自旋模型
都可以在其对偶晶格上定义它的对偶模型。但是二维正方晶格上易兴模型的特性是，它

的对偶模型仍然是二维正方晶格上的易兴模型，或者说二维正方晶格上的易兴模型具

有自对偶性
• • • •

。正是这种自对偶性使得我们能够利用它来严格的确定临界温度。其他具有

自对偶性的模型还有正方晶格上的所谓的 Potts模型。20

29 具有连续对称性系统的相变

¶前面我们主要讨论了自旋模型中最为简单的一个模型 -易兴模型 -的统计性质。这一
节中，我们简要介绍一下其他稍微复杂一些的自旋模型，也就是自旋变量可以连续取值的

自旋模型。为了明确起见，我们将讨论海森堡模型
• • • • •

（Heisenberg model）。我们的讨论将

仅仅局限于平均场近似（ Bragg-Williams近似）的框架之内。类似的讨论可以轻易地推广
到其他自旋模型（例如 XY -模型）。我们随后讨论与 Heisenberg模型的相变相对应的朗道
-金兹堡模型。这里由于对称性的不同，会出现在易兴模型中没有过的现象。

29.1 海森堡模型的Weiss分子场理论

在海森堡模型中，每个晶格格点上的自旋变量有三个分量，它取值在一个单位球面

上，也就是说：Si = (Si,x,Si,y,Si,z)并且满足：S2i,x + S2i,y + S2i,z = 1。海森堡模型的哈密

顿量可以写为：

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj −
∑
i

Si · H , (5.96)

其中 H也是一个三个分量的矢量，它代表了外加的均匀磁场。不失普遍性，我们假
定它沿着 z方向，其大小为H。

按照平均场近似的思想，我们将某个给定的自旋变量紧邻的其他自旋变量用一个有

效的平均场来替代：

Heff = qJ⟨Si,z⟩ , (5.97)
20所谓的 q−态 Potts模型的哈密顿量为：H = −J

∑
<ij>(2δσiσj − 1)，其中每个晶格点上的自旋

变量可以取 q个不同的值。也就是说，当一个近邻对上的自旋变量取值相同时对于哈密顿量有 −J

的贡献；当它们取值不同时对于哈密顿量有 +J 的贡献。显然，易兴模型对应于 q = 2的 Potts模
型。
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并且引入平均场哈密顿量：

H(MF ) = −
∑
i

Si,z(Heff +H) . (5.98)

显然，等效磁场Heff 应当也沿着 z方向（均匀外加磁场的方向）。

在平均场近似下，每个格点上的自旋变量的统计平均只有 z方向不为零：

mz = ⟨Si,z⟩ =
(
coth[β(Heff +H)]− 1

β(Heff +H)

)
. (5.99)

结合 (5.99) 和 (5.97)给出Heff 所满足的自恰条件
• • • •

：

Heff = qJ

(
coth[β(Heff +H)]− 1

β(Heff +H)

)
. (5.100)

按照 coth(x)在 x ∼ 0附近的展开式：coth(x) ∼ 1/x+ x/3 + · · ·，我们得到海森堡模型的
临界温度满足：

Tc =
qJ

3kB
. (5.101)

我们同样可以在平均场近似下讨论各种临界指数。我们得到的结论是：所有的临界指数都

与易兴模型的临界指数相同。这个结论当然仅仅是由于采用了平均场近似，而且实际上也

是不正确的。

29.2 对称性的考虑与 Goldstone模式

¶这一小节的讨论完全类比于第 27节中关于 Ising模型中涨落与关联的讨论。当然也
有不同的地方。最为显著的不同之处在于 Ising模型中我们的自由能具有所谓的 Z2 对称

性，而这里 Heisenberg模型的对称性变为了 O(3)。

我们在第 27节中用坐标依赖的序参量m(r)来描写 Ising模型中的涨落与关联。注意
到在体系的自由能 (5.49)中仅仅保留了 m(r)的偶数幂次。这个源于 Ising模型的哈密顿
量具有所谓的 Z2 对称性：即如果令每个 σi → (−σi)，则哈密顿量不变。这意味着序参

量m(r) = ⟨σr⟩构成的自由能也应当具有m(r) → (−m(r))的对称性。这就是我们在自由
能 (5.49)中仅仅保留了m(r)的偶数幂次的原因。

对于海森堡模型来说，体系的哈密顿量具有所谓的 O(3)对称性。即如果我们将每个

自旋变量mi做任意的三维转动：

mi → m′
i = Rijmj (5.102)

那么哈密顿量也是不变的。因此与之相应的序参量 -我们记为 m(r)-由它构成的体系自由
能应当也具有转动不变性。需要注意的是，现在的序参量 m(r) = ⟨Sr⟩在空间的每个点 r
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具有三个分量：ma(r)，a = 1, 2, 3。于是类似于自由能 (5.49)，我们可以写出海森堡模型
相应的 Landau-Ginzburg自由能：

F [m(r)] =
∫

d3r
[
a

2
[ma(r)ma(r)] +

d

2
[∇ma(r)] · [∇ma(r)] +

b

4
[ma(r)ma(r)]2

]
(5.103)

其中我们略写了系数 a, b, d对温度的依赖。

类似于 Ising模型的讨论，我们可以讨论使自由能取极小的均匀的解：m̄。这也是一
个三分量的矢量。我们令：

m̄ = m̄ · n , (5.104)

其中 m̄ = |m̄|而 n = m̄/m̄为 m̄方向上的单位矢量。类似于公式 (5.50)，我们可以得到 m̄

所满足的方程：

m̄2 =

{
−a(T )/b(T ) T < Tc ,

0 T > Tc .
(5.105)

但是 m̄ 的方向 n 则完全是任意的。这也并不奇怪。对空间均匀的分布来说，自由
能 (5.103)仅仅依赖于 m(r)的大小。

下面我们讨论系统围绕 m̄ 的涨落。我们的讨论将在所谓的 破缺相
◦ ◦ ◦

中进行，即

T < Tc。在第 27节的 Ising模型的讨论中，我们的计算是在对称相中进行的。这里我们选
择了破缺相，因为只有在破缺相中我们才会发现 Ising模型中没有的现象 –Goldstone模式
的出现。21为此我们令：

m(r) = m̄+ ϕ(r) = m̄n+ ϕ(r) . (5.106)

其中 m̄2 = −a/b。下面我们需要做的就是将这个展开式带入到自由能 (5.103) 中并
将其用 ϕ(r) 来表达。包含梯度的项（方括号中的第二项）最为简单，因为我们有
∇ma(r) · ∇ma(r) = ∇ϕ · ∇ϕ。另外两项中都包含ma(r)ma(r)，它的展开为

ma(r)ma(r) = m̄2 + 2m̄n · ϕ+ ϕ · ϕ ,

当我们把这个表达式带入到自由能 (5.103)中的第一、第三项时，按照不同的 ϕ的幂次，

会出现下列各项：

• ϕ的零次幂：这就是一个常数项，我们记为 F0

• ϕ的一次幂：这项的系数一定为零，因为 m̄n是 F 的一个极小值；

• ϕ的二次幂：这项可以表达为：∫
d3r
[
a

2
ϕ · ϕ+

bm̄2

4

(
2ϕ · ϕ+ 4(n · ϕ)2

)]
21如果在对称相中计算，那么 Heisenberg模型中的计算无非就是 Ising模型计算的翻版而已。没
有任何新的东西。
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需要注意的是，由于 bm̄2 = −a，因此上式中第二项中的 ϕ · ϕ的部分刚好与第一项
相消。因此准确到 ϕ的平方阶，我们得到系统的自由能为：

F (2)[ϕ] =

∫
d3r
[
d

2
∇ϕ · ∇ϕ+ |a|(n · ϕ)2

]
. (5.107)

• ϕ的更高幂次：这部分代表了超出二阶涨落的部分，我们称之为相互作用部分。

我们下面的讨论将仅仅考虑到涨落 ϕ的平方阶。更改阶的相互作用的部分我们暂时不去

考虑。

完全类比于第 27节中关于 Ising模型中涨落与关联的讨论，现在我们从自由能的公
式 (29.2)出发可以计算相应的关联函数。将这里的自由能展开式与第 27节中的相应表达
式进行比较是有益的。对于只有分立对称性的 Ising模型，公式 (5.58)给出了它到涨落的
二阶的自由能表达式。它与 (29.2)十分类似。注意到我们总可以将场 ϕ进行分解：

ϕ(r) = nσ(r) + ϕT (r) , (5.108)

其中的场 ϕT (r)是与磁化方向 n垂直的分量，即：

ϕT (r) · n = 0 (5.109)

换句话说，我们将场 ϕ按照系统的自发磁化的方向 n分为平行于 n的分量 σ和垂直于 n
的分量 ϕT。那么我们有：

∇ϕ · ∇ϕ = ∇σ · ∇σ +∇ϕT · ∇ϕT ,

于是我们可以将前面的二阶自由能 ()改写为：

F (2)[σ,ϕT ] =

∫
d3r
[
d

2
∇ϕT · ∇ϕT +

d

2
(∇σ)2 + |a|σ2

]
. (5.110)

我们看到，上式中包含 σ场的部分与公式 5.58完全类似，只不过 2|a|替代了原先的 a；而

包含 ϕT 的部分形式也十分类似，只不过相当于令 a ≡ 0。

关联函数的具体计算与第 27节完全类似。我们分别将涨落场的纵向和横向的分量分
别作傅里叶变换，就可以分别得到用相应的傅里叶模式 -σ̃k 和 ϕ̃k-表达的自由能。它们都
与公式 (5.59)类似，只不过对于纵向情形 a(T )变为 2|a(T )|而对横向分量则令 a(T ) ≡ 0。

由此我们看到，对于具有连续对称性的自旋模型来说，它围绕其序参量的涨落分为两种典

型的类型：

1. 一种涨落模式是涨落的方向与系统自发磁化平行，即所谓的纵向涨落。其行为也与
单分量的 Ising模型的情况十分类似。具体来说，其关联函数一般随着距离指数衰减
的：

C(r) =
kBT

4πd(T )

e−r/ξ

r
, (5.111)
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其中的关联长度的表达式为：

ξ =

√
d(T )

2|a(T )|
. (5.112)

在临界点附近它会发散：ξ ∼ |T − Tc|−1/2。如果我们令M = 1/ξ，那么关联函数

又可以写为 C(r) ∼ e−Mr/r。一般来说在临界区域 M ̸= 0，只有当 T → Tc 时，

M → 0。我们又称M 为相应涨落的能隙
• •
。因此，对于平行于自发磁化的涨落来

说，它是有能隙的。这种涨落我们又称之为 Higgs模式。

2. 另一种涨落的模式是与系统的自发磁化强度的方向垂直，即横向涨落。相应的关
联函数相当于在上面的表达式中令 a(T ) ≡ 0，或者等价地说，M = 1/ξ = 0。因

此，这类涨落属于永远没有能隙的涨落，相应的关联函数也是随着距离幂次衰减

的：C(r) ∼ 1/r。这样的无能隙的涨落被称为 Goldstone模式。22 如果将这种涨落

想象为准粒子，它们对应于无质量的粒子。因此也被称为 Goldstone粒子，或者
Goldstone玻色子。

前面曾经提到，如果是无能隙的 Goldstone模式的涨落，其关联函数衰减得要慢很
多。因此，体系也体现出长程关联

• • • •
。关联过于强一般就有可能会破坏磁有序的形成。在

讨论一维 Ising模型严格解时我们就指出过，一维 Ising模型之所以没有相变就是因为在
一维系统的长程关联足以破坏业已形成的磁有序。因此该模型在一维没有自发磁化的相

变。到了二维，Ising模型可以有顺磁 -铁磁的二级相变。这是因为它的涨落和关联 -如我
们在第 27节分析的那样 -总是有能隙的，这并不是足够强。但是在二维，如果我们考虑
具有连续对称性

◦ ◦ ◦ ◦ ◦
的自旋模型（例如 XY -模型或者 Heisenberg模型），那么由于上面提及

的 Golgstone模式的存在，它们是不会发生顺磁 -铁磁的二级相变的。换句话说，即使形
成了某种磁有序，Goldstone模式的涨落是如此之强，完全可以破坏掉这样的磁有序。这
个结论又被称为 Mermin-Wagner定理。23 它的证明远远超出了本课程的内容，有兴趣的

同学可以参考底下的参考文献。

30 对称性破缺与临界现象中的普适性

¶人们通过对于二级相变的研究发现：系统发生二级相变所对应的两个相（或者说
系统在两个相所处的状态）实际上具有不同的对称性

◦ ◦ ◦
。系统在较高温度时所处的相一

22其实最先意识到这个现象的是南部阳一郎 (Yoichiro Nambu)。因此这里提及的所有带有
Goldstone开头的词汇，也被称为 Nambu-Goldstone加上后面相应的词汇。例如：Nambu-Goldstone
模式，Nambu-Goldstone粒子，Nambu-Goldstone定理等等。

23又称为Mermin-Wagner-Hohenberg定理。在粒子物理和场论中往往又被称为 Coleman定理。相
关的文献为：N.D. Mermin and H.Wagner, Phys.Rev.Lett.17, 1133 (1966); P.C. Hohenberg Phys.Rev.158,
383 (1967); S. Coleman Commun.Math.Phys.31, 259 (1973).
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般具有较高的对称性，而在临界点以下的相一般具有较低的对称性。以我们讨论的易

兴模型的铁磁－顺磁相变为例，在临界温度以上，系统处于顺磁相，这个相中的序参

量 m = ⟨σi⟩ = 0，同时系统所处的状态具有较高的对称性。具体来说，如果我们将每

一个自旋变量改变符号，序参量一定也改变符号。而序参量 m = 0的顺磁相正好满足：

m = −m = 0。也就是说，用序参量描写的系统的状态对于 σi → −σi 的变换是不变的。

我们称系统的状态具有一个 Z2 的分立对称性
• • • • •

。24 实际上，这时系统所具有的对称性与

系统的哈密顿量的对称性相同，因为对于易兴模型来说，哈密顿量也具有 Z2 的分立对称

性。25

在居里温度以下，易兴系统处于铁磁相。这时系统有一个自发磁化。用序参量来描写

就是：m ̸= 0。因此系统的序参量对于自旋变量的符号改变不是不变的：m′ ≡ −m ̸= m。

所以我们说铁磁相不具有 Z2 的分立对称性。也就是说，铁磁－顺磁的二级相变过程

可以看成是系统从一个具有
◦ ◦

Z2 对称性的相到一个不具有
◦ ◦ ◦

这个对称性的相的转变过

程。或者用更为专业一些的语言来说：易兴模型的铁磁－顺磁相变（二级相变）是一

个对称性破缺
• • • • •

的过程。

上面关于对称性的讨论实际上不是易兴模型所特有的，而是所有
◦ ◦

二级相变的共同特

性。例如，类似的讨论可以运用于无外场的海森堡模型。海森堡模型与易兴模型的最大

区别是它的哈密顿量具有一个连续的对称性。也就是说，我们可以将其自旋变量的三个

分量（它们构成一个三维矢量）利用一个空间转动矩阵加以变换，由于海森堡模型的哈

密顿量只依赖于两个自旋变量的内积，因此它的哈密顿量在任意空间转动变换下是不变

的。这种对称操作显然具有连续的无穷多种。因此我们称它具有一个 连续对称性
• • • • •

。在群

论中，这个对称性被称为 O(3)，即三维空间转动对称性。在高温顺磁相中，海森堡模型

的序参量m = ⟨Si⟩ = 0。因此，在任何空间转动矩阵的作用下：m′
i = Rijmj = 0 = m。也

就是说，在高温相（顺磁相）中，海森堡模型所处的状态也具有与其哈密顿量相同的对

称性：它们对于任意空间转动都是不变的。但是，在低温相（铁磁相）中，系统存在一

个自发的磁化。因此海森堡系统的序参量 m ̸= 0。相应的，在一个任意的三维转动变换

下：m′
i = Rijmj ̸= 0一般来说并不等于 m；除非这个转动正好是以 m方向为轴的转动。

所以，这时海森堡系统所处的状态仅仅是对于那些以 m为轴的二维转动是不变的；对于
一般的三维转动，系统的状态不是不变的。也就是说，在低温相中，海森堡系统具有较低

的对称性（用群论的符号就是 O(2)对称性）。我们再次看到，这个二阶相变的过程可以

看成是一个对称性破缺的过程：系统从高温的、具有三维转动不变对称性的相（顺磁相）

变化到低温的、仅仅具有二维转动不变对称性的相（铁磁相）。

在临界现象中，系统的对称性起着决定性的作用。在连续相变中，对称性的变化标志

24也就是说，这种作用于自旋变量的对称变换只有有限多种。具体到易兴模型的 Z2 对称性，作

用于自旋变量 σi 的对称变换只有两种：一种是不变，一种是改变一个符号。
25这里用到的符号 Z2 以及下面讨论中的 O(3)和 O(2)都是群论中的符号。每一种对称性都可以

用一个称为群的代数结构来描写。
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了两个不同的相。一般来讲，在一个相中系统具有较高的、与系统的哈密顿量相同的对称

性（一般是高温相），在另一个相中系统具有相对低的对称性。26 需要注意的是，系统的

哈密顿量本身无论温度高低都是具有较高对称性的。但是如果温度低于临界温度时，系统

所处的状态，或者更确切地说，系统能量最低的态（基态）却不具备这个对称性。因此，

P. W. Anderson称这种现象为 对称性
• • •

自发破缺
• • • •

。事实上，所有的二级相变（或者说连续

相变）都可以看成是对称性自发破缺的过程。

¶二级相变还有一个共同的特性，那就是二阶相变系统中的关联长度在临界点附近
发散（参见公式 (5.64)后相关的讨论）。这种发散性造就了二阶相变的另一个普遍特性，
即标度性

• • •
。27 粗略地来说，由于系统中的关联长度是系统中唯一的物理尺度，而这个尺

度在临界点附近发散，这就使得处于临界点附近的物理系统没有了标度。换句话说，我们

可以用不同的尺子来测量系统，其结果都相似。进一步来讲，用不同的尺子测量相当于对

长度作一个标度变换，即所有长度都乘以一个正的实数。但是由于关联长度 ξ → ∞，因
此，标度变换后它仍然发散。也就是说，系统在临界点呈现出 自相似性

• • • •
。这种自相似性

使得系统的物理量具有所谓的标度律
• • •

。这种标度律正是利用重整化群方法
• • • • • •

研究临界现

象的理论基础所在。

¶我们在自旋模型的讨论中主要是以易兴模型为例子的。实际上，人们还研究过许多
其他的自旋模型。这些模型的物理背景千差万别，来自物理的各个领域而不仅仅局限于统

计物理。人们惊奇地发现，许多原先完全无关的物理模型，它们的某些临界行为（例如临

界指数）竟然表现出高度地一致性。在临界点附近，系统内的关联长度趋于无穷；物理量

都有确定的临界行为，由相应的临界指数描写。不仅如此，人们发现这些临界指数具有某

种普适性。例如，易兴模型的临界指数在气液相变的临界点附近也被发现。两个看似毫无

关系的相变却拥有相同的临界指数。这种现象又在其他一些模型中得到验证。于是，人们

总结出所谓的临界现象的 普适性
• • •

（ Universality）的概念：系统在连续相变的临界点附

近的行为由一些具有一定普适性的临界指数描写。这些临界指数只与系统在两相中的对

称性、系统的维数等有关；与系统的微观细节（例如晶格结构等等）无关。

注意，普适性并不是说系统的所有的性质都与系统的微观细节无关。它只是告诉我们

临界指数（实际上还有其他一些物理量）是普适的。我们前面提到的系统的临界温度 Tc

就不是一个普适的量，它与系统的微观细节有关。应当指出的是，普适性只有在自旋之间

的相互作用是短程
◦ ◦

时才能成立的。如果系统中的相互作用的力程不是短程的，那么普适

性的结论有可能不成立。28 普适性的根本物理原因恰恰在于前面提到的事实，即当系统

26用群论的语言来说，具有较低对称性的相所对应的对称群是具有较高对称性的相所对应的对称

群的子群
◦ ◦

。例如，对于海森堡模型，我们有：O(2) ⊂ O(3)。

27实际上，更确切地说应当称之为“无标度性”。
28一般来说，我们要求相互作用是局域的，也就是说，相互作用随着距离的增加必须指数地减

小。
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接近临界区域时，系统内的特征关联长度 ξ趋于无穷大。因此，这时只有大尺度上的物理

才变得重要而系统在微观尺度上的细节完全不起任何作用。具有不同微观细节的模型所

体现出来的普适性的规律实际上是连续空间中的一个统计场论。

相关的阅读

这一章我们讨论了相变，特别是二级相变的统计理论。我们的讨论是以自旋模型为具

体的例子进行的，但很多临界性质实际上是普适的。我们所用的方法主要是平均场理论，

对于其他方法也做了简单的介绍。此外，我们还利用朗道理论讨论了一级相变和三临界点

的性质。虽然所有的讨论主要是以最为简单的易兴模型为例子的，我们所讨论的平均场的

方法也可以运用到其他模型中。我们对于具有连续的对称性的模型做了简单的介绍。
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附录 A 概率与随机过程

们这个课程中经常地使用的一个概念就是几率，或者用数学上更为通用的说法叫

做概率。1另外，随即过程也是与统计物理密切相关的数学分支。在这个课程中

我们并不需要概率论和随即过程的详细知识，我们只是将概率论和随机过程的基本概念和

结果做一个介绍而并不要求数学上的严格。对此有偏好的人可以去参照专门的数学书籍。

1 概率、随机变量与分布函数

从数学上讲，概率是定义在一个样品空间（sample space）上的一种归一的测度
（measure）。要讨论清楚概率的数学基础，必须利用集合和测度的数学概念。我们这里并
不想仔细的论述，有兴趣的读者可以参考有关的数学教材。所谓归一，就是说所有可能事

件中必有至少一个发生（这个集合称为全集，一般记为 Ω）的概率是一：P (Ω) ≡ 1。

两个事件，以集合A和B来表示，那么集合A∩B则代表了A与B同时出现的概率。

如果 A∩B = ∅，其中 ∅代表空集，也就是说 A与 B两个事件不可能同时出现，我们说 A

与 B两个事件是互相排斥
• • • •

的。两个事件 A与 B的并
•
：A∪B代表这两个事件至少有一

个出现的事件集合。如果这两个事件是互相排斥的，我们有：P (A ∪B) = P (A) + P (B)。

更为一般地，我们有：

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) , (A.1)

如果两个事件 A与 B 满足：P (A ∩ B) = P (A)P (B)，我们称这两个事件是独立
• •

的。两

个事件的条件概率
• • • •

P (B|A)代表了出现事件 B的同时，事件 A出现的概率，它由下式定

义：

P (B|A) = P (A ∩B)

P (B)
, (A.2)

条件概率实际上是以 B 为全集时，事件 A出现的概率。

1我们在课程中总是用“几率”这个词，与此相关的词语还有：“几率密度”、“等几率”、“最

可几”等等。如果用数学上更通用的“概率”一词，上述词语应当变为：“概率密度”、“等概

率”、“最概然”等等。
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一个随机变量
• • • •

（stochastic variable）X 是从样本空间到实数空间的一个映射，它的取

值我们一般用 {xi}来表示。随机变量可以分为离散随机变量和连续随机变量两类。所谓
离散随机变量是指样本空间 Ω上的随机变量 X 的可能取值的集合：X(Ω) = {x1, x2, · · · }
是一个分立的可数集合。我们可以由 X(Ω)为样本空间构成一个概率空间，它对于每一个

X 的可能取值 xi赋予一个概率 f(xi)。显然，f(xi)必须是正的，并且满足归一条件：∑
i

f(xi) = 1 , (A.3)

这样的一个概率函数 f 称为（离散的）随机变量 X 的分布函数。

一个连续的随机变量 X 的取值集合 X(Ω)是一个不可数的集合，这里我们以实数域

R为例，但也可以是更为复杂的集合。这时我们可以以X(Ω) = R为样本空间，构造一个

概率空间。如果存在一个分段连续的函数 f(x)，使得X 的取值落在区间 [a, b]中的概率等

于：2

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
f(x)dx , (A.4)

我们就称 f(x)为（连续的）随机变量 X 的分布函数或称为概率密度
• • • •

。

2 常见的概率分布函数

2.1 二项式分布

如果我们进行 N 次统计独立的实验，每次实验的结果只可能为两个：比如说 +1和

−1，他们对应的概率分别为 p和 q = 1− p。那么在总共N 次实验中，+1出现 n1次，−1

出现 n2次（显然 n1 + n2 = N）的组合概率为：

PN (n1) =
N !

n1!n2!
pn1(1− p)N−n1 , (A.5)

这个分布就称为二项式分布
• • • • •

。

一个最为直接的物理的例子，就是所谓的一维无规行走问题，或者说，这也是一维粒

子的布朗运动的一个相当好的描述（至少在长时间尺度上）。

2.2 Poisson分布

如果在二项式分布中令 N ≫ 1和 p ≪ 1，但是 Np = n̄为有限，那么我们得到：

PN (n) =
n̄n

n!
e−n̄ , (A.6)

这个分布是归一化的：
∑

n PN (n) = 1，并且 n的平均值为 n̄，而其涨落为：(∆n)2 =

Np(1− p) ≈ Np = n̄。

2注意，这里的积分是在 Lesbegue意义下的积分，而不是 Riemann意义下的积分。
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2.3 高斯正态分布

一个连续随机变量 x，如果其分布函数为：

p(x) =
1√
2πσ2

exp
(
−(x− x̄)2

2σ2

)
, (A.7)

那么我们称之为高斯（正态）分布，其中 x̄为变量 x的平均值（期望值），σ2是变量 x的

均方涨落。

3 随机过程

考虑一个具有随机过程的系统，该系统的性质由一个随机变量 ξ 来描述，我们用

P1(ξ1, t1)来表示随机变量 ξ 在时刻 t1 时取值为 ξ1 的概率（密度）；用 P2(ξ2, t2; ξ1, t1)来

表示随机变量 ξ 在时刻 t1 时取值为 ξ1、在时刻 t2 时取值为 ξ2 的联合概率。更为普遍的，

我们用 Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)来表示随机变量 ξ 在 t1，t2，· · ·，tn 时刻分别取值为

ξ1，ξ2，· · ·，ξn的联合概率。这些概率分布可以逐级地被约化为次一级的概率分布：∫
Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)dξn = Pn−1(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn−1, tn−1) . (A.8)

最后，概率分布 P1(ξ1, t1)是归一化的。

人们通常感兴趣随机变量 ξ 在不同时刻的关联函数。系统的一个 n点关联函数被定

义为：

⟨ξ1(t1)ξ2(t2) · · · ξn(tn)⟩ =
∫

ξ1ξ2 · · · ξnPn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)dξ1dξ2 · · · dξn . (A.9)

一个所谓平稳随机过程
• • • • • •

是指对于任意的 n和 t0都有：

Pn(ξ1, t1 + t0; ξ2, t2 + t0; · · · ; ξn, tn + t0) = Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn) . (A.10)

也就是说，所有的概率分布具有时间平移不变性。物理系统在达到平衡或稳衡状态时，

其概率分布一定是平稳的。做为上面这个定义的一个特例，一个平稳随机过程的概率

P1(ξ1, t1) = P1(ξ1)与时间无关。

我们引入（一到一）的条件概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)，它的定义是：在时刻 t1 取值为 ξ1

的随机变量 ξ在时刻 t2取值 ξ2的概率（密度）。它满足：

P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2) = P2(ξ1, t1; ξ2, t2) , (A.11)

条件概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)又被称为转移概率
• • • •

（transition probability），它反映了一个随机

过程在不同时刻、不同状态之间的转移的几率，我们有：

P1(ξ2, t2) =

∫
P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)dξ1 . (A.12)

类似于上面引入的一到一条件概率，一般来讲，我们还可以引入 p到 q 的条件概率：

Pp|q(ξ1, t1; · · · ; ξp, tp|ξp+1, tp+1 · · · ; ξp+q, tp+q)。
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4 Markov过程

一个一般的随机过程中，刻划它的概率函数由一系列的概率密度 Pn 和条件概率 Pp|q

来描述。如果一个随机过程对过去的记忆是短暂的（好幸福啊），具体的说，如果它只有

最近的过去的记忆，那么这个过程的 n− 1到 1的条件概率必定满足：

Pn−1|1(ξ1, t1; · · · ; ξn−1, tn−1|ξn, tn) = P1|1(ξn−1, tn−1|ξn, tn) . (A.13)

一个满足上式的随机过程称为一个马尔可夫过程
• • • • • •

（Markov process），一个马尔可夫过程

完全由 P1(ξ, t)和其转移概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)所确定。例如，对于 P3，我们有：

P3(ξ1, t1; ξ2, t2; ξ3, t3) = P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)P1|1(ξ2, t2|ξ3, t3) . (A.14)

也就是说，在一个马尔可夫过程中，每一次的跃迁都是独立的，多次跃迁的几率就是单次

跃迁几率的乘积。

下面我们研究一个马尔可夫过程中概率密度随时间的变化率。取一个无穷小时间间

隔 τ 并取 t2 = t1 + τ，我们有：

P1(ξ2, t1 + τ) =

∫
P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1 + τ)dξ1 . (A.15)

现在，我们将上式对小的 τ 做泰勒展开。注意到：P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1) = δ(ξ1 − ξ2)，同时，

考虑到 P1|1的归一化在 O(τ)也得以保持，我们必定有：

P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1 + τ) = δ(ξ1 − ξ2)

(
1− τ

∫
dξWt1(ξ1, ξ)

)
+ τWt1(ξ1, ξ2) . (A.16)

这里我们引入了单位时间中的转移概率Wt(ξ1, ξ2)，于是，我们得到：

∂P1(ξ2, t)

∂t
=

∫
dξ1 [W (ξ1, ξ2)P1(ξ1, t)−W (ξ2, ξ1)P1(ξ2, t)] , (A.17)

这就是著名的主方程
• • •

。注意，我们假定了单位时间的跃迁几率W (ξ1, ξ2)并不明显地依

赖于时间。

细心的读者一定会注意到：这里的主方程与我们在非平衡统计中推导的玻耳兹曼微分

积分方程十分类似。实际上，玻耳兹曼微分积分方程可以作为主方程的一个特例来得到。

5 Fokker-Planck方程

如果随机变量 ξ 的取值是连续的，那么它的变化只能够连续地进行，这时主方程可

以进一步简化为一个纯粹的微分方程，这就是著名的福克－普朗克方程（Fokker-Planck

刘川
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equation）。我们用 y = ξ2 − ξ1 来表示随机变量的微小变化，将主方程对 y展开，我们得

到：
∂P1(ξ, t)

∂t
= − ∂

∂ξ
[α1(ξ)P1(ξ, t)] +

1

2

∂2

∂ξ2
[α2(ξ)P1(ξ, t)] , (A.18)

其中函数 α1(ξ)和 α2(ξ)为跃迁的矩，其定义为：

αn(ξ) =

∫
dyynW (ξ, ξ + y) . (A.19)

物理学中许多方程都具有福克－普朗克方程的形式，典型的就是扩散方程。如果想象力丰

富一些，你还会联想到薛定谔方程。
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统计关联, 49

图, 113

外斯分子场, 97

微观粒子分类, 24
微观态数目, 29
理想气体的, 29

维恩公式, 54
维里定理, 87
维里物态方程, 87
维里系数, 82
位形积分, 79

温度, 2
稳定条件, 10
稳衡态, 2

稀薄等离子体, 88
系综, 22
不同系综的等价性, 36
巨正则, 31, 33
平均值, 21
微正则, 28
正则, 31, 32

系综理论, 19

相, 2
相变潜热, 13
相轨道, 20
相空间, 20
能量曲面, 20
体积元与量子态数目的对应关系, 27

相平衡条件, 10
单元复相系的, 11

相体积元, 24
相图, 12
相宇, 20n

效率

热机的, 3

虚变动, 10
序参量, 98, 105

巡游电子, 61

液相, 12

一级相变, 14
朗道理论中的, 102

易兴模型, 93

硬心列纳德－琼斯势, 83

元激发, 60

涨落, 37
巨正则系综的粒子数, 35
普遍公式, 37
正则系综的能量, 35

涨落物态方程, 86

振动特征温度, 72

正氢, 74
正则动量, 67
正则方程, 20
正则分布, 32
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正则系综, 31

质量作用定律, 78

中子散射实验, 59
仲氢, 74

周期边条件, 110

转动量子数, 73
转动特征温度, 73
转移矩阵, 110

状态方程, 2

准静态过程, 2
准粒子, 60
准连续, 27
准连续条件, 27

紫外灾难, 55
子系配分函数, 70
自对偶性, 116
自发磁化, 94
自恰方程, 98
自旋, 24
自旋－统计定理, 25
自旋波函数, 92
自旋角动量, 24
自旋模型, 91, 93
自旋统计定理, 26n
自由能, 8

最概然分布, 43
最可几分布, 43
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