
热力学统计物理

刘 川

北京大学物理学院

VERSION 1 ◦ 1

1



这是我热力学与统计物理课程的讲义草稿，分为热力学和统计物理两个部分。这里采用的

是比较传统的讲法，即将热力学和统计物理分开讲。实际上，现在比较流行的讲法是把两

个部分揉在一起讲，把统计物理作为微观基础而把热力学作为统计物理的应用。当然，如

果要揉在一起讲，这个讲义必须重新安排，也许等我有空再说吧，其实将两个部分分开讲

也有它的好处，真的，不仅仅是因为没有时间（约等于懒惰）。

本讲义的结构基本与汪志诚先生的热力学统计物理教材（第二版）的结构相同。根据

实际的情况，我对部分内容做了调整。

热力学部分主要是简化了热力学基本理论的讲述，因为这些内容往往在普通物理热

学中都有所涉及。所以本课程主要是起到一个总结和深化的作用。与此同时，我适当加重

了关于相变和化学反应方面的内容，特别是关于溶液的讨论。从某种意义上说，这种调

整是必须的，因为现在的普通物理的热学中已经加入了 大量
• •

的原先属于热力学的内容。

所以在这个课程中显然没有必要将这些内容再重复一次。但是，适当的理论概括和总结是

必须的。

在统计物理部分，我适当的简化了近独立子系的内容，增加了普遍的系综理论的内

容。另外，关于涨落的理论也放在系综理论中去讲述，关于布朗运动的内容则完全略去

了。另外略去的内容还有汪志诚先生书中关于量子霍尔效应、超流液氦的理论。对于将布

朗运动的内容略去，我必须深刻的反省和忏悔。尽管我总是要求学生们课外阅读，但恐怕

还是有相当数量的学生对此无动于衷。为了说明我对于布朗运动的重视，我将概率论和随

机过程的一些简单介绍放在了附录中，可以供同学们参考，也算是我的一项亡羊补牢之

举。至于说量子霍尔效应、超流液氦的内容，我认为还是不讲比较好。因为在这个课程中

不太容易将这些内容真正讲清楚。当然，我仍然建议学生们可以阅读一下这些内容。增加

的内容主要在系综理论的部分，特别是关于自旋模型及其相变的统计理论（主要是平均场

近似的理论）。关于临界现象的统计理论是近代统计物理的重要组成部分，因此我认为有

必要加强。

另外一项我加入的内容是关于热力学和统计物理的简单历史。这些内容有些取自王

竹溪先生的书，有些则是从另一些历史资料中截取的。加入这一部分的目的主要是使同学

们了解这门学科的产生、发展的过程，从这些重要历史发展中可以看到科学内在的一些规

律。这一点其实很有必要，特别是考虑到现在的教科书或讲义（包括本讲义）都不可能按

照原先历史的顺序来讲述。

这个讲义可以供本课程的同学、教师免费下载。作者本人（也就是刘川！）对于讲义

中的所有内容保有版权。未经作者本人许可，不允许将本讲义的全部或部分翻印后以任何
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方式销售给任何人；也不允许将其外传给非本课程的学生和教师；不允许将本讲义的部分

或全部放在网络上。

本讲义是一个草稿，其中不乏各种错误。有些错误已经在课程的授课过程中改正了，

但还有一些没有改正，欢迎大家指正。另外，讲义中的别字更是数不胜数。对于优美的祖

国语言的这种摧残，我本人深表歉意，力争在下次修改时尽量更正。所以，这个讲义的版

本在不断地更新中，我无法在每次更改时都通知读者，对此我深表歉意。

本文利用中文 LATEX进行排版，讲义的源文件恕不予公布。短期内，作者没有将本讲
义正式出版的企图，主要是因为这个讲义还十分的简略，而且漏洞百出。考虑到正式出版

会浪费大量宝贵的纸张和消费者的金钱，破坏森林，污染环境，得不偿失。所以，我觉得

还是选择更为环保的方式让它在虚拟时空中流通吧。希望这种虚伪的谦虚也能够使我进

步，在听取广泛意见的基础上不断改善，希望这个讲义能够对于读者有所帮助，这就足以

告慰我四只眼睛瞪着屏幕不知疲倦地码字所付出的劳动了。

在最后一段，一般总要对一些人表示致谢。如果读者觉得有些肉麻，请在您的眼睛瞟

见我要致谢谁之前，赶快翻过这一页吧。我想我首先要感谢我在北大理论物理所的所有同

人，特别是林宗涵先生。他在课程的安排及讲授方面对我的影响是深刻的、多方面的。在

我的家人方面，我首先要感谢我的妻子韦丹，她对我的支持一直是我内心最大的感动。同

时，也应该感谢我三岁的儿子，感谢他在我打字时没有经常地切断我计算机的电源，从而

使这份讲义得以保存下来。

刘川，二零零二年仲夏

时隔十年年后又一次教热力学统计物理。借机会更新了新的 LATEX的版本，本讲义目
前用 X ELATEX排版。目前版本号为 1.1。

刘川，二零一二年十二月
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第一部分

热 力 学
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第一章 热力学的基本规律

章

• 热力学基本概念（ 1）和功（ 2）

• 热力学第一定律、热容量（ 3）

• 热力学第二定律（ 5）

1 热力学体系及平衡态的描写

热
力学体系（或简称为体系

• •
或系统

• •
）是指一个宏观的系统，它一般由大量的微

观粒子组成。在没有外界影响的条件下，若体系的各部分的宏观性质在长时间

内不发生变化，我们称体系处于平衡态
• • •

。热力学系统的平衡态一般可以用一些宏观（经

典）的变数来加以描述，这些变数一般包括：几何变数
◦ ◦ ◦ ◦

（长度、面积、体积、形变等），

力学变数
◦ ◦ ◦ ◦

（力、压强、胁强等），电磁变数
◦ ◦ ◦ ◦

（电场强度、电极化强度、磁场强度、磁化

强度等），化学变数
◦ ◦ ◦ ◦

（各个组元的浓度、各个相的物质的摩尔数、化学势等）等。这些

变数统称为热力学体系的态变量
• • •

（ state variables）。描述一个热力学体系的所有态变量

组成的参数空间称为该热力学体系的状态空间
• • • •

，或简称态空间
◦ ◦ ◦

。态空间中的任意一个

点都对应于该热力学体系的一个平衡态。

热力学体系中物理性质均匀的一个宏观的部分称为一个 相
•
。热力学系统可以按照

相的多少分为单相系
• • •

，即仅有一个相的系统（例如液态的水）和复相系
• • •

，即具有多于

2



热力学统计物理

一个相的系统（例如冰水混合物）。还可以按照化学组元的多少来分，分为单元系
• • •

，即

仅含有一种化学组元的系统（例如化学纯的水）和多元系
• • •

，即具有多个化学组元的系统

（例如盐水、空气等）。1

¶热力学体系处于平衡态需要满足一些所谓平衡条件
• • • •

。这些条件一般包括：热平衡

条件，力学平衡条件，相平衡条件，化学平衡条件等等。热平衡条件确定了温度
• •

这一物

理量的存在。这个事实在公理化热力学中被神圣化，2被称为热力学
• • •

第零定律
• • • •

：

0 第 A B B C

A C

热平衡的这种传递性说明处在热平衡的体系具有某种共同的物理量，这一点直观上

是很容易理解的。从这一事实出发，Carathéodory首先严格地证明了：相互处于热平衡的
体系具有一个共同的物理量，称之为温度

• •
，每一个体系的温度是该体系其他态变量的函

数，也就是说：温度 θ，以及体系的其他态变量 x1, x2, · · ·xn满足一个函数关系：[1]

F (θ, x1, x2, · · · , xn) = 0 . (1.1)

这个关系被称为该热力学体系的状态方程
• • • •

，或物态方程
• • • •

。我们所熟知的理想气体的状

态方程，Van der Waals气体状态方程，铁磁体的 Curie-Weiss定律等等，都是热力学体系
状态方程的例子。

热力学体系的态变量的函数称为态函数
• • •

。按照定义，一个态函数只依赖于系统所处

的状态而不依赖于系统如何到达该状态的过程。3所以热力学第零定律实际上是从宏观上

说明了温度
◦ ◦

这一态函数以及状态方程的存在。从微观上讲，我们知道温度实际上是构成

热力学体系的微观粒子的热运动剧烈程度的体现。

¶在热力学范畴内状态方程的获得只能靠实验
◦ ◦
。以常见的 PV T 系统为例，4可以通

过测量膨胀系数
• • • •

α、压强系数
• • • •

β 和压缩系数
• • • •

κ来决定状态方程。这三个系数的定义

是：

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

, β =
1

p

(
∂p

∂T

)
V

, κ = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

. (1.2)

1如果在 有
◦
外界影响下系统的性质长时间不发生改变，我们称这样的状态为一个稳衡态

◦ ◦ ◦
。例

如：在恒定外电场下有电流通过的导体，这时导体的宏观性质也长时间不变，但是这只是一个稳

衡态，不是一个平衡态。
2这个称呼首先是 Fowler提出的。其实热力学第零定律的提出远远晚于热力学第一和第二定律。
3当然，一个态函数也可以被取为态变量，这主要看以那些态变量为独立变量。例如在体系的状

态方程中，可以把温度表达成其它态变量的函数，也可以把压强表达成温度和其他态变量的函数。
4所谓 PV T 系统是指一个热力学体系，它的状态完全由它的压强 p，体积 V 和温度 T 来描写。

典型的例子是流体以及各向同性的固体。

刘川
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注意，这三个系数不是独立的。利用偏导数的基本性质，容易证明：

α = κβp . (1.3)

所以，只要知道了其中任意两个，第三个就完全确定了。从实验上讲，压强系数 β 比较

难于测量，原因是在温度改变了以后，实验上很不容易保持体积不变。所以一般都采用

测量膨胀系数 α和压缩系数 κ的方法确定物态方程。在统计物理的范畴内，状态方程

可以通过设定微观模型，然后利用标准的统计物理的方法得到（参见第 28节，第33节，
第 42节）。

2 准静态过程和功

¶过程是状态随时间的改变。如果一个过程进行的无限缓慢，以至于在过程的每一时
刻，系统都处于平衡态，这样的一个过程称为准静态过程

• • • • •
（Quasi-static process）。准静

态过程在热力学的讨论中起着非常重要的作用，它既可以是某个具体过程的近似，也可以

是为了理论上的方便所引入的一种工具。由于在准静态过程中系统始终处于平衡态，因此

一个准静态过程可以用热力学系统状态空间中的一条曲线来描写。例如大家熟悉的理想

气体的 等温过程
• • • •

就可以用 PV 图中的一条曲线描写。

¶准静态过程的方便之处是：在一无穷小的准静态过程中，外界对系统所做的微功
d-W 可以用系统的态变量 Y 以及与 Y 共轭的态变量 y的微分来表达：d-W = Y dy。特别

要注意的是，我们用了符号 d-而不是 d来表示一个微小的准静态过程中的微功是要强调

这个物理量与该微小的准静态过程有关。它不是一个与过程无关的量。例如，理想气体

在一个微小的等温过程和一个微小的等压过程中的微功就不同。与过程无关的微分量一

定是系统的某个态函数的微分，我们用符号 d来表示，例如体积的变化 dV，温度的变化

dT 等等。在准静态过程的微功 d-W = Y dy 中的 Y 称为 广义力
• • •

而与之共轭的变量 y 称

为广义位移
• • • •

。

在本课程中我们主要利用下列体系的微功表达式：

• ：设流体的压强为 p，体积变化为 dV，则外界对流体
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

所做的微

功为：5

d-W = −pdV . (1.4)

• ：当磁感应强度 B有一变化 dB时，磁场 H所做的微功为：[4]6

d-W =
V

4π
H · dB . (1.5)

5有些书中采用系统对外界做功的说法，这样微功的定义会与我们这里的约定差一个符号。
6我们将使用高斯单位制。关于国际单位制与高斯制之间的转换，参见电动力学的书籍。[12]

4
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• ：当电感应强度 D有一变化 dD时，电场 E所做的微功为：[4]

d-W =
V

4π
E · dD . (1.6)

• ：当一个二维表面的面积 A发生一个微小变化 dA时，外界对

表面所做的微功为：

d-W = σdA , (1.7)

其中 σ为该表面的表面张力
• • • •

。

¶推而广之，一个普遍的无穷小准静态过程中外界对体系所做的微功的形式为：

d-W =

r∑
i=1

Yidyi , (1.8)

其中 yi 称为该系统的（热力学）广义坐标
• • • •

而 Yi 称为相应的广义力
• • •

，r称为该热力学体

系的自由度。

3 热力学第一定律

¶ 热力学第一定律
• • • • • • •

就是能量守恒定律，它指出能量可以通过某些方式（比如做功）

从一种形式转换到另一种形式，但在转换的过程中能量的数量不变。

历史上，许多人（包括象达芬奇这样的牛人）都曾幻想建造一种不需要任何动力的，

不断地自动做功的机器，这种机器被称为第一类永动机
• • • • • •

。这些图谋最终都以失败而告

终。原因就在于它违反了自然界的最基本规律。7热力学第一定律的另一种表述形式为：

1 第一 第一

从历史的无数次失败中，人们逐渐认识到，第一类永动机是不可能造成的。从 1775
年起，巴黎科学院宣布不再接受关于永动机的发明。这一方面说明当时还是有许多这样的

尝试，使得要将这些尝试证伪耗费了大量的时间和精力，另一方面也说明当时人们已经清

楚地认识到永动机的尝试是徒劳的。

7比较有趣的是，在孩子们的世界里，特别是一些夸张的卡通片里，还可以看到一些明显违反能

量守恒定律的场面，这也许是某种永动机情结在作祟吧。

刘川
5



热力学统计物理

¶热力学第一定律实际上确定了系统的一个态函数 -内能
• •

-的存在。热量则是由内能

的变化及功的差决定的。8在体系经历的任何一个无限小过程中，

dU = d-Q+ d-W , (1.9)

其中 d-W 为该无限小过程中外界对体系所做的功，d-Q为该过程中体系所吸收的热量，
dU 为体系内能的变化。当该过程是准静态过程时，d-W 可以用上一节的公式计算。

¶ 热容量
• • •

9的定义是指热力学体系在某一特定过程中（因此它的数值与过程有关）升

高单位温度时所吸收的热量：

Cy = lim
∆θ→0

Qy

∆θ
, (1.10)

其中 Qy 是体系保持某一参量 y（例如压强、体积、磁场、电场等等）不变，而温度改变

∆θ时所吸收的热量。最常用的是定容（体积不变）热容量和定压（压强不变）热容量。

对于一个简单的 PV T 系统，当体积不变时，外界所做功为零（假定体系没有电磁功等的

贡献），所以定容热容量 CV 为：

CV =

(
∂U

∂θ

)
V

, (1.11)

当压强不变时，外界所做功为 −p∆V，所以定压热容量 Cp为：

Cp =

(
∂H

∂θ

)
p

, (1.12)

其中函数 H 称为系统的焓
•
（enthalpy），它的定义为：

H ≡ U + pV . (1.13)

很显然，焓与内能一样也是态函数。

4 理想气体及其卡诺循环

¶对理想气体的定义，我们暂时有两条要求：（１）理想气体的内能只是温度的函数
而与体积无关；（２）理想气体的状态方程为：

PV = nRT , (1.14)
8这个定义是 Carathéodory首先提出的，其目的是从根本上摆脱热质说的影响。舍弃热质说之后

该如何定义热量这个概念呢？Carathéodory提出可以首先定义绝热过程：如果一个体系在一个过
程中内能的改变 只是

◦ ◦
由于机械的、电磁的、化学的因素的改变引起的，就称为绝热过程。那么，

一个非绝热过程就是体系的内能改变不仅仅是由于机械的、电磁的、化学的因素改变引起的。体

系内能的变化量与上述机械的、电磁的、化学等因素的改变对体系所做的功的差就被定义为
◦ ◦ ◦

体

系所吸收的热量。
9热容量（ heat capacity）这个名称显然还带有浓厚的热质说的影响。

6
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其中 P，V，T 分别为理想气体的压强，体积，（理想气体温标下的）温度。R为理想气

体常数，n为摩尔数。这两个要求中的第一条又被称为 焦耳定律
• • • •

，是焦耳在 1854年实

验中发现和总结出来的。焦耳当时认为这是实际气体所遵从的定律，实际上它只是气体在

无限稀薄的极限下（这时就是理想气体）才成立的定律。实际上，在建立了热力学第二定

律后，我们对理想气体的定义可以只取上面的第二条，第一条可以由第二条出发利用热力

学关系导出。10容易证明，理想气体的热容量也只是温度的函数。比如，理想气体的定容

热容量为：

CV =

(
∂U

∂θ

)
V

=
dU

dθ
. (1.15)

对于定压热容量，利用状态方程，我们有：

Cp =

(
∂H

∂θ

)
p

=

(
∂U

∂θ

)
p

+ nR . (1.16)

利用偏微分换元公式：11(
∂U

∂θ

)
p

=

(
∂U

∂θ

)
V

+

(
∂U

∂V

)
θ

(
∂V

∂θ

)
p

, (1.17)

注意到对理想气体，上式中的第二项为零，于是我们得到：

Cp − CV = nR . (1.18)

这说明理想气体的定压和定容热容量的差是一个常数。但需要指出的是，理想气体的热容

量本身在很宽的温度范围内并不是常数，只有在较小的温度范围以内才近似可以看成常

数。更为详尽的讨论请参看统计物理部分的第 31.3小节。

1.1 在历史上，理想气体的状态方程是建立在三个独立的实验定律基础上的。首

先研究这一问题的是英国物理学家玻意耳（Robert Boyle）。玻意耳生于 1627年 1月 25
日，1691年 12月 30日在伦敦去世。玻意耳一生未婚。玻意耳是个典型的实验物理学家，
他一生做了大量的物理实验，内容涉及许多方面，特别是关于空气的力学性质（当时称空

气的可压缩性为空气的弹性）。1660年他把他的实验结果编纂成书《涉及空气弹性及其效
果的新物理－力学实验》。这本书当时受到了不少基督徒的非难，认为书中必定有诈。玻

意耳本人是个相当虔诚的教徒，为了“洗清罪名”，他又仔细地研究了气体的体积随压强

的变化关系（在温度保持不变的前提下，尽管玻意耳没有明确意识到这点）。结果他发现

了著名的玻意耳定律。这个定律的重大意义在于，它是人们在经典力学定律后发现的第一

个物理定律。近 17年以后，法国物理学家马略特（E. Mariotte）也独立发现了同一规律。
10这个结论成立需要一个前提假设：即认为所谓的热力学温标与理想气体温标重合，否则还不

一定。相关讨论可参见刘全慧、沈抗存《热物理教与学随笔集》，科学出版社，2010年；赵凯
华，《大学物理》20(12):1, 2001;赵凯华，《大学物理》24(3):3, 2005.

11注意到体积 V 是温度 θ 和压强 p 的函数，即 V = V (θ, p)，因此体系的内能可以写成：

U(θ, V ) = U(θ, V (θ, p))。利用偏微商的链式法则（chain rule），我们立刻可以得到这个换元公式。

刘川
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玻意耳还是近代化学的开创者之一。由于他年轻时对宗教所犯下的“罪行”，他晚年主要

致力于调和宗教与科学的矛盾，还专门捐款反对无神论。

另外两个气体定律比玻意耳定律在时间上要晚不少。其原因在于，另外两个定律

（Gay-Lussac定律和 Charles定律）都涉及到温度的测量。在玻意耳时期，温度的测量是
十分定性的。只有在 1714年（Daniel Fahrenheit改进了水银温度计并且制定了华氏温标）
后，温度的测量才可能比较准确。查里定律发现于 1787年而盖 -吕萨克定律发现于 1802
年。12在这三个实验定律的基础上，克拉珀龙（Émile Clapeyron，1834）建立了理想气体
的状态方程。

1.2 焦耳对于气体内能对体积的依赖关系做了许多工作。在 1854年，他做了气体
自由膨胀过程中温度改变的实验，这是一个等内能过程。13温度随体积的偏微商：

λ =

(
∂T

∂V

)
U

, (1.19)

被称为焦耳系数
• • • •

。焦耳系数直接与内能对体积的偏微商联系在一起：

(
∂U

∂V

)
T

= −λCV , (1.20)

其中 CV 为气体的定容热容量。焦耳实验的结果是，气体自由膨胀前后的温度没有改变。

所以，焦耳系数为零，从而气体的内能只是温度的函数而与体积无关。实际上，这个实验

结果并不是对实际气体成立的。只是由于当时的实验测量不够精确，因此没有能够测出温

度的改变。现在我们知道，只有理想气体才有这样的结果，即只有当实际气体的密度无限

稀薄时，焦耳系数才趋于零。

后来，焦耳与汤姆孙（也就是开尔文）合作又做了气体的节流实验
• • • •

。在这个过程中，

气体通过多孔塞由容器的一端进入另一端，容器两端的压强不相等。这是一个等焓过程。

类似地，可以定义焦耳 -汤姆孙系数（简称焦汤系数
• • • •

），来刻画温度随压强地变化：

µ =

(
∂T

∂p

)
H

,

(
∂H

∂p

)
T

= −µCp , (1.21)

如果是理想气体，它的焦汤系数为零。一般的实际气体，焦汤系数不为零。这可以是由

于焦耳系数不为零，或由于它不满足理想气体状态方程。在工业上，焦汤效应被广泛用来

进行气体的液化。

12其实盖 -吕萨克定律更应当称为 Amontons定律。它是 Guillaume Amontons在 1700年左右发现
的，尽管非常不准确（同样因为温度测量）。盖 -吕萨克研究的其实是查理定律。

13因为在自由膨胀过程中，气体不对外做功，同时，这个过程一般进行的足够快，一般可以认为

是绝热的。所以，气体的内能在这个过程中保持不变。

8
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¶在历史上起了非常重要作用的是理想气体的准静态 绝热过程
• • • •

。根据热力学第一定

律，在一个微小的绝热过程中： dU + pdV = 0，利用热容量的关系，可以写成：

dp

p
+ γ

dV

V
= 0 , (1.22)

其中 γ = Cp/CV 为定压热容量与定容热容量之比。在 γ 近似为常数时，上式可以积分出：

pV γ = C . (1.23)

这就是理想气体的绝热过程方程。需要指出的是：即使是理想气体的 γ 值，如果在较宽

的温度区间上看也并不是一个常数。如果温度变化的范围不大，那么理想气体的 γ 值可

以 近似
◦ ◦

看成常数。

1.3 在历史上，法国数学家、物理学家拉普拉斯（Laplace）是第一个提出可以用
测量声速的方法来测量 γ 的数值的人。他从牛顿（Newton）的声速公式出发，认为：

c2s =

(
∂p

∂ρ

)
S

, (1.24)

其中 p是气体的压强，ρ是气体的密度。拉普拉斯认为，在声波的传播中，气体的膨胀和

压缩进行的很快，所以可以近似认为是绝热的
◦ ◦ ◦

。这是对于原先牛顿公式唯一的改动，牛

顿以前的公式中压强对于密度的微商是在等温的
◦ ◦ ◦

情形下来计算的。如果上面的偏导数改

在绝热的情形下来计算，简单的推导指出：

c2s =

(
∂p

∂ρ

)
S

= −v2
(
∂p

∂v

)
S

= γ
p

ρ
. (1.25)

因此，测量声速 cs 就可以知道 γ 的数值。拉普拉斯的计算结果与实验吻合得很好，这在

当时被认为是热质说的成功范例而广泛炫耀。

1.4 著名的卡诺循环
• • • •

（Carnot cycle）是由法国物理学家卡诺（N.L. Sadi Carnot）

在 1824年提出的。当时蒸汽机已经被广泛地应用于各个行业。但是所有蒸汽机的效率都
很低。于是，如何提高蒸汽机的效率成为当时时髦的行当。卡诺（ 1796.6.1－ 1832.8.24
）在 1824年发表了他的著名论文《谈谈火的动力和能发动这种动力的机器》，他证明了
（尽管他的证明是错的）著名的 Carnot定理（下一节要讲到），为热力学第二定律的建立
起到了开创性的关键作用。

¶ Carnot循环由一个热机工作于两个恒温热源之间的两个等温和两个绝热过程组成，
参见示意图 1.1(a)。在 PV 曲线上，一个 Carnot循环如图 1.1（b）所示。经过简单的计
算（参见一般普通物理热学教科书）就可以证明，以理想气体为工作物质的 Carnot热机
的效率

• •
由下式给出：

η ≡ W

Q1
= 1− T2

T1
. (1.26)

刘川
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图 1.1: （a）一个 Carnot热机的示意图，它工作于两个恒温热源之间；（b）卡诺循环在 PV 图上

的表示，它由两条等温线（蓝色）和两条绝热线（红色）围成。

这说明循环的效率只依赖于高温热源和低温热源的温度（这里取了理想气体温标）。这个

结论实际上是更为一般的 Carnot定理的特例，在下一节中，利用热力学第二定律，我们
将证明该效率与工作物质也无关。

5 热力学第二定律和熵

5.1 热力学第二定律

¶李白曰：“君不见黄河之水天上来，奔流到海不复还；君不见高堂明镜悲白发，朝
如青丝暮成雪。”这第一句话，描写了一个纯力学的过程，实际上是可逆的；第二句话则

是描述了人生这个热力学过程。李白在感叹，这个过程具有某种可悲的不可逆性。这种不

可逆性在自然界和人类社会中具有相当的普遍性。当然，人实在是太复杂了。所以我们还

是研究简单一些的例子。

10
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如果把一个高温物体与一个低温物体接触，经过一段时间二者会达到热平衡。常识告

诉我们：这个过程也具有不可逆性。也就是说，如果不施加外部的影响，热是不会自动地

从一个温度较低物体流向另一个温度较高的物体的；否则电冰箱和空调生产厂家就全部

倒闭了。这些事实说明，制造所谓第二类永动机
• • • • • •

的尝试也将是徒劳的。所谓第二类永动

机是指，从单一的大热源吸热而把它完全转化为功的机器。如果这是可能的话，人类可以

尝试使海洋的温度降低一个很小的量而获得几乎是用之不竭的能源。14但是这种尝试也象

第一类永动机一样，总是以失败而告终。这使人们逐渐认识到：冥冥之中，一定是有某个

新的物理规律在起作用。这个规律实际上就是热力学第二定律。最先提出热力学第二定律

的是德国物理学家克劳修斯（ Rudolph Clausius）和英国物理学家开尔文（ Lord Kelvin，
原名William Thomson）。热力学第二定律实际上是确定了体系的一个新的态函数 -熵

•
。

2 热力学第二定律：

• Clausius表述： 引

• Kelvin表述： 一 第二

¶热力学第二定律的上述两种表述在逻辑上是完全等价的。要证明这一点，可以参照
图 1.2所示。在图 1.2的 (a)中，我们假定热力学第二定律的开尔文表述不正确，也就是

说，我们可以制造某个热机（在图中，我们把这个假想的热机记为 B ），它从某个单一热

源 θ1吸热W 并把它完全变成有用功。于是，我们可以利用这部分功来带动另一个卡诺热

机 A，使得热机 A从另一个低温热源 θ2 < θ1 吸热 Q2 而向热源 θ1 放热 Q1。这样一来，

两个热机联合作用的结果是热量 Q2 从低温热源被吸收并传递给高温热源 θ1 并且没有引

起其它变化，这直接与热力学第二定律的克劳修斯表述矛盾。

在图 1.2的 (b)中，我们假定热力学第二定律的克劳修斯表述不正确，也就是说，我

们有某种方法使得热量 Q2 可以从低温热源 θ2 传递到高温热源 θ1 而且不引起其它变化。

我们可以取一个可逆卡诺热机，让它工作于高温热源 θ1和低温热源 θ2之间，并且在低温

热源处正好放出热量 Q2。于是，两个热机联合作用的结果是，我们从单一热源 θ1吸收了

热量 Q1 −Q2 并把它完全转化成有用功且没有产生其它影响，这与热力学第二定律的开

尔文表述矛盾。

因此我们证明了热力学第二定律的克劳修斯表述和开尔文表述在逻辑上是完全等价

的。

14还可以设想在炎热的夏天，让我们的居室的温度降低几度，这些能量还可以带动家里的电视、

电脑、洗衣机等等。

刘川
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图 1.2: 证明热力学第二定律的 Kelvin表述与 Clausius表述等价。

5.2 卡诺定理和绝对热力学温标

¶承认了热力学第二定律，我们可以来证明著名的卡诺定理
• • • •

：

1.1 (Carnot,1824) 所有工作于两个恒温热源之间的热机，以可逆热机的效率为最大，
并且所有可逆热机的效率都相等，它只与两个恒温热源的温度有关，与工作物质无关。

要证明这个定理，我们可以采用类似于上面的想法。设想有高温热源 θ1 和低温热源

θ2。我们取两个卡诺热机 A和 B，其中 A是可逆
◦ ◦

卡诺热机。这两个热机分别从高温热

源吸热 Q1A和 Q1B 而在低温热源放热 Q2A和 Q2B。它们的效率分别为：

ηA =
WA

Q1A
= 1− Q2A

Q1A
, ηB =

WB

Q1B
= 1− Q2B

Q1B
. (1.27)

我们现在要证明 ηA ≥ ηB。

12
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假定卡诺定理不对，即 ηA < ηB，为了方便起见，我们假设 Q1A = Q1B。
15由此可

知WB > WA。于是我们可以利用热机 B 输出的功来推动热机 A来进行逆向循环。由于

热机 A是可逆热机，它逆向循环必定从低温热源吸收热量 Q2A 而在高温热源放出热量

Q1A = Q1B。同时，由于WB > WA，所以热机 B 除了推动热机 A逆向循环以外，还可

以净向外界输出功WB −WA > 0。于是，两个热机联合作用的结果是，我们实现了从单

一热源 θ2 吸收热量并把它完全变成有用功，同时没有带来其它变化，这与热力学第二定

律的开尔文表述矛盾。因此，必定有 ηA ≥ ηB。显然如果热机 B 也是可逆的，我们可以

类似地证明 ηB ≥ ηA。所以，所有可逆热机的效率必定相等，它只与两个热源的温度有

关，与工作物质无关。这就证明了卡诺定理。

¶利用这一定理，可以定义所谓的绝对热力学温标
• • • • • • •

。假定一个可逆热机工作于两个

热源之间，它们的温度在某一指定温标内分别为 θ1和 θ2，按照 Carnot定理，

Q2

Q1
= F (θ1, θ2) , (1.28)

其中 Q1 和 Q2 分别为从高温热源吸收的热及向低温热源放出的热。现在考虑另一个可逆

热机，它工作于一个温度为 θ3的高温热源及 θ1之间。它从 θ3的高温热源吸收热 Q3而向

热源 θ1放出热 Q1。按照 Carnot定理，我们又有：

Q1

Q3
= F (θ3, θ1) , (1.29)

现在将两个热机联合工作，其净效果等效于一个单一的热机，它工作于高温热源 θ3 和低

温热源 θ2之间，在 θ3的高温热源吸收热 Q3并在 θ2的低温热源放出热 Q2。于是，Carnot
定理再次告诉我们，

Q2

Q3
= F (θ3, θ2) . (1.30)

从上述三式中，我们可以推得：

F (θ1, θ2) =
F (θ3, θ2)

F (θ3, θ1)
. (1.31)

由 θ3的任意性可知，上式只有在函数 F 取下列形式时方能成立：

F (θ1, θ2) =
f(θ2)

f(θ1)
. (1.32)

于是，Carnot定理指出可逆热机的效率中：

Q2

Q1
=
f(θ2)

f(θ1)
. (1.33)

15这并不影响普遍性。如果在一个循环中两个热机从高温热源的吸热不相等，我们总可以调整两

个热机做循环次数的比例使得在某一定次循环后，两者从高温热源吸收的热量相等

刘川
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现在我们可以定义新的温标 T，称之为绝对热力学温标
• • • • • • •

，或 Kelvin温标，或简称为绝对

温标。它与上面的函数 f(θ)成比例。于是，Carnot定理可改写成：

η = 1− T2
T1

, (1.34)

其中 T1和 T2分别为高温热源和低温热源的绝对热力学温度。注意，上面的定义并没有把

绝对热力学温标完全确定，因为我们只要求 T 与 f(θ)成比例，而比例系数还没有确定。

通常，可以选水的三相点的绝对热力学温度为 273.15K。这样，绝对热力学温标就完全确

定了。把卡诺定理的结论与上节的理想气体的卡诺循环的结论进行比较，我们发现绝对热

力学温标与理想气体温标是完全一致的。

5.3 克劳修斯不等式和熵

¶现在我们将卡诺定理的结果推广到系统所经历的任意一个循环过程，便可以推导出
著名的克劳修斯

• • • •
（Clausius）不等式

• • •
。

1.2 (Clausius,1854) 在任意循环过程中，∮
d-Q
T

≤ 0 , (1.35)

其中等号仅对可逆循环过程成立。

这个定理的证明可以通过把任意一个可逆循环过程用许多 Carnot循环来逼近从而得
到证明。参见图 1.3。

克劳修斯不等式的另一个证明的方法是假设体系与 n个热源接触，温度分别为 T1，

T2，· · ·，Tn，并且分别从这 n个热源吸收热量 Q1，Q1，· · ·，Qn （当 Qi < 0时意味着

在该热源放出热量）。构造另一个热源 T0，并使 n个可逆 Carnot热机工作于 T0 和 T1，

T2，· · ·，Tn 之间，参见图 1.4。这些可逆卡诺热机分别从热源 T0 吸收热量 Q01，Q02，

· · ·，Q0n 而在热源 T1，T2，· · ·，Tn 分别放出热量 Q1，Q2，· · ·，Qn。于是，当体系和

这些可逆卡诺热机经过一个联合的循环以后，净效果是我们从单一热源 T0吸收了热量：

Q0 ≡
n∑

i=1

Q0i =
n∑

i=1

T0
Ti
Qi , (1.36)

其中上面第二个等式利用了卡诺定理。根据热力学第二定律的开尔文表述，Q0 ≤ 0。由

于 T0 > 0，所以我们得到：
n∑

i=1

Qi

Ti
≤ 0 . (1.37)

14
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图 1.3: 用许多微小的 Carnot循环来逼近任意一个循环。

显然如果系统经历的是一个可逆过程，我们可以把上面的 Qi换成 −Qi并得到同样的不等

式。所以对于可逆过程
◦ ◦ ◦ ◦

必定有：

n∑
i=1

Qi

Ti
= 0 . (1.38)

最后，如果系统经历一个任意的循环过程（可以与无穷多个热源接触），则只要将上面的

求和取极限换成积分即可。这样我们就证明了克劳修斯不等式。

¶当过程是可逆的时候，由积分与路径的无关性，说明可以定义一个态函数 -熵
•

（Entropie）：

S − S0 =

∫ (P )

(P0)

dU − d-W
T

. (1.39)

其微分表达是：

TdS = d-Q = dU − d-W . (1.40)

刘川
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图 1.4: Clausius不等式的证明：用许多 Carnot热机与任意一个循环联合运行。

注意，虽然熵是通过可逆过程定义的，但是它是态函数，与过程无关。从数学意义上讲，

态函数熵的存在说明：虽然 dU − d-W 并不是一个全微分，但是乘上一个积分因子后就变
成了全微分，这个积分因子就是 1/T，而相应的全微分就定义了态函数熵。

1.1 理想气体的熵函数。

对于理想气体，我们有：dU = CV dT，pV = nRT。所以我们有：

dS =
CV

T
dT + nR

dV

V
, (1.41)

将上式积分（注意理想气体的热容量也只是温度的函数）得到：

S(V, T ) =

∫
CV

T
dT + nR logV + S0 , (1.42)

其中 S0为一积分常数。如果用压强和温度来表达，理想气体的熵为：

S(p, T ) =

∫
Cp

T
dT − nR log p+ S0 , (1.43)

16
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当温度的变化范围不大以至于理想气体的热容量可以看成常数时，以上两式可以简化为：

S(V, T ) = CV logT + nR logV + S0 ,

S(p, T ) =

∫
Cp logT − nR log p+ S0 , (1.44)

◃▹

5.4 熵增加原理

¶根据前面关于熵的讨论，我们可以得到一个非常著名的原理 -熵增加原理
• • • • •

：

1.3 当体系由一个平衡态经绝热过程到达另一个平衡态时，体系的熵永不减少。如

果过程是可逆的，它的熵不变；如果过程是不可逆的，它的熵增加。

熵增加原理的证明是十分简单的。假定体系在任意一个微小的过程（可以是可逆的或

不可逆的）中吸收的热量为 d-Q，温度为 T；我们将初态与终态间用另一个可逆的
◦ ◦ ◦

准静

态过程连接起来，在可逆准静态过程中吸收的热量为 d-Qr.p.。按照克劳修斯不等式有：

d-Q
T

−
d-Qr.p.

T
≤ 0 . (1.45)

但是根据熵的定义，在可逆准静态过程中 d-Qr.p. = TdS，于是我们得到：

d-Q ≤ TdS , (1.46)

其中等号对应于可逆过程而不等号对应于不可逆过程。所以，如果过程是绝热的，我们得

到 dS ≥ 0，这就是熵增加原理。

¶需要指出的是，实际上有许多理由相信熵增加原理的应用范围远远比我们这里所讲
的要宽泛。它在非平衡态统计中将起十分重要的作用。因此，我们可以认为它是自然界中

与热力学第二定律等价的一个基本原理。

1.2 理想气体的绝热自由膨胀过程。

在这个过程中，理想气体的体积从 V1 绝热自由膨胀到 V2，我们来计算这个过程中的熵

的改变。由于理想气体的内能没有改变（绝热所以 Q = 0，自由膨胀所以W = 0，因此

∆U = 0）而理想气体的内能只是温度的函数，所以在此过程中理想气体的温度也不变。

利用理想气体的熵的表达式 (1.42)，我们得到：

∆S ≡ S2 − S1 = nR log
V2
V1

. (1.47)

由于 V2 > V1，所以在这个绝热过程中熵的改变大于零，与熵增加原理一致。 ◃▹

刘川
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1.3 最大功问题。

为了简单起见，考虑两个相同的物体，它们具有相同的热容量 CV，并假设热容量为常

数。开始时，两个物体分别具有温度 T1 和 T2 < T1。我们同时假设两个物体的体积是不

变的。我们想知道，这两个物体所能够向外输出的最大功是多少。这类问题有时又被称为

最大功原理。很显然，当两个物体最终具有相同温度时，它们将不能对外输出任何功，否

则将与热力学第二定律的开尔文表述矛盾。因此，要求出最大的功，我们可以假设终态两

个物体具有相同的温度 Tf。应当注意的是，Tf 的数值与两个物体所经过的过程有关。按

照热力学第一定律，两个物体对外输出的功为：

W = CV (T1 − Tf ) + CV (T2 − Tf ) = CV (T1 + T2 − 2Tf ) , (1.48)

另一方面，两个物体所构成的体系的总的熵变为：

∆S = ∆S1 +∆S2 = CV log
T 2
f

T1T2
. (1.49)

按照熵增加原理，∆S ≥ 0，所以我们有： Tf ≥
√
T1T2，并且等号只有当过程为可逆过程

时才成立。因此我们得到体系所能输出的最大功为可逆过程中的功，这个可逆过程最终达

到的温度为
√
T1T2。这个过程中输出的最大功为：

Wmax = CV (T1 + T2 − 2
√
T1T2) . (1.50)

◃▹

6 热力学基本微分方程

¶考虑热力学体系所经历的一个微小的准静态过程，热力学第一定律和热力学第二定
律结合可以写成：

dU = TdS + d-W = TdS +

r∑
i=1

Yidyi , (1.51)

其中 dU 是体系内能的微分改变，T 为体系的绝对温度，dS 为体系的熵的微分改变，d-W
为外界对体系所做的功。在准静态过程中，这个功可以用体系的态变量（广义力和广义

位移）表示。这就是热力学中最核心、最重要的方程，它被称为热力学
• • •

基本微分方程
• • • • • •

，

它是平衡态热力学的基础。

¶下面我们对于熵的定义和热力学基本微分方程给出几点评论。

• 我们虽然是借助克劳修斯不等式中的等号情形，也就是对应于可逆过程的情形，定
义了态函数熵。但是，千万不要忘记熵是一个态函数

◦ ◦ ◦
。一旦系统的初态和末态给

18
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定，那么系统在两个状态间的熵的差也就完全给定了。这个熵差并不依赖于
◦ ◦ ◦ ◦

系统

如何从初态变化到末态。具体到一个无穷小的过程，我们有：

dS ≥ d-Q
T

.

其中等号对应于可逆过程，大于号对应于不可逆过程。但是，在初态末态（只要都

是平衡态）给定的情形下，dS 是固定的，不管这个无穷小过程是可逆还是不可逆。

因此，上面这个式子的正确理解应当是：可逆过程中的 (d-Q)r.p. = TdS，而不可逆

过程中的 (d-Q)i.p. < (d-Q)r.p. = TdS。也就是说，无论是可逆过程还是不可逆过程，

它们的 dS 是相同的，是不依赖于过程的量。真正依赖于过程的量是 d-Q，不可逆过
程中的 d-Q要小。

• 按照热力学第一定律，无论是可逆还是不可逆过程，我们都有：d-Q = dU−d-W。由
于 dU 也是完全微分，也是不依赖于过程的量。因此，真正依赖于过程的量也可以

等价地认为是 d-W。因此，(d-Q)i.p. < (d-Q)r.p.也可以表述为：(d-W )i.p. > (d-W )r.p.。

• 我们前面讨论元功的时候曾经提到过（见第 2节），原则上只有在无穷小的准静态
过程（因而是可逆过程）中的元功可以用系统的状态参量及其微分的形式给出。一

个一般的不可逆过程中的元功原则上是无法计算的，因为在过程中系统可能根本不

处于平衡态，因此也就无法用系统的态参量描写。以一个简单的 PV T 系统为例，

我们有：(d-W )r.p. = −pdV，和 (d-W )i.p. > −pdV。16

• 综合以上的讨论，对于一个 PV T 系统的无穷小过程，只要它的初态和终态都是平

衡态，我们就一定有：

dU = TdS − pdV , (1.52)

如果过程是一个准静态（可逆）过程，p就是系统的压强，如果不是，那么 p应当

理解为一个“假想的”准静态过程中的压强。这就是一个 PV T 系统的热力学基

本微分方程，它结合了热力学第一和第二定律。如前所述，由于不可逆过程中的

功一般不能用 −pdV 来表达，因此，对于一个无穷小的不可逆过程，我们不能写：
dU ≤ TdS − pdV；而应该写为：dU ≤ TdS + d-W。这一点在不少教材中都表述得
不够清楚。

¶在本章最后我们指出，本讲义对于热力学第二定律和熵的引入是采用了比较符合历
史发展的做法，即借助于卡诺循环和卡诺定理来定义熵。这种方法显然并不是逻辑上最为

优美的。事实上也存在其他更为公理化的方法来引入熵。例如，通过热力学第二定律的普

朗克表述或 Carathéodory表述也可以证明熵这个态函数的存在 [1]。

16当然，这个时候的功可以写成 (d-W )i.p. = −pextdV 其中 pext 表示外界施加的压强。但是如果系

统甚至都可能不处于平衡态，压强 pext 与流体的其他状态参量可以没有任何关系。因此，从计算

系统热力学性质的角度讲，这个表达式并没有什么太大的意义。
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相关的阅读

本章是热力学基本理论的一个简单的叙述。由于许多概念在普通物理热学中都有过讨

论，所以我们这里的论述是比较简略的。如果读者希望看到更为详尽的讨论，我推荐王竹

溪先生的《热力学》[1]。如果读者觉得这里的论述还是过于冗长，Plischke和 Bergerson
的第一章可以做为一个不错的浓缩版 [9]。多数英文的教科书都是将热力学揉和在统计物
理中讲述，只有一些比较古老（或者说经典）的书中，例如 [5]，是仅仅讲述热力学的内
容的。如果读者对于偏导数的运算不十分清楚的话，可以参考王竹溪的《热力学》 [1]中
的有关总结。
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第二章 均匀系的平衡性质

章

• 麦克斯韦关系、勒让德变换（ 7）

• 热力学函数、特性函数（ 8）

• 磁性介质、电介质热力学（ 9）

• 热辐射场的热力学（ 10）

7 麦克斯韦关系和勒让德变换

们首先讨论由两个
◦ ◦

独立参数描写的简单 PV T 系统。这时，外界对体系的功只

有膨胀压缩功，按照热力学基本微分方程：

dU = TdS − pdV . (2.1)

这个方程可以看成是内能以熵和体积为独立变数（(S, V )）时的标准微分表达式。因为内

能是态函数，所以 dU 是一个全微分。这意味着，(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

. (2.2)

这种类型的关系称为麦克斯韦
• • • •

（Maxwell）关系
• •
，或简称麦氏关系

• • • •
。它体现了态函数

的全微分应满足的性质。

21



热力学统计物理

¶有时有必要把热力学基本微分方程用其他独立参数表达。这可以通过 勒让德变换
• • • • •

（Legendre transform）来方便地实现。1比如说，如果想用 (S, p)做独立变数，我们有：

d(U + pV ) ≡ dH = TdS + V dp , H = U + pV , (2.3)

其中 H = U + pV 为体系的焓
•
。类似地，我们还可以利用勒让德变换，将热力学基本微

分方程换成以 (T, V )或 (T, p)为独立变数的微分方程：

d(U − TS) ≡ dF = −SdT − pdV , F ≡ U − TS , (2.4)

d(U + pV − TS) ≡ dG = −SdT + V dP , G ≡ U − TS + pV . (2.5)

这里我们引入了另外两个态函数：体系的亥姆霍兹自由能
• • •

（Helmholtz free energy ）

F = U − TS 和体系的吉布斯函数
• • • • •

（Gibbs free energy） G = U + pV − TS。这些热力

学函数被统称为热力学势
• • • •

。2由于热力学势全都是态函数，我们可以得到一组麦氏关系：

(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

,(
∂p

∂T

)
V

=

(
∂S

∂V

)
T

,(
∂V

∂T

)
p

= −
(
∂S

∂p

)
T

.

(2.6)

Maxwell关系的重要意义在于，它能够把一些不容易测量的偏微商与一些可以直接测量的
偏微商（与物态方程和热容量联系着的偏微商）联系起来。

¶如果要在内能 U 的微分方程中也以 (T, V )（而不是 (S, V )）为独立变数，我们就

必须把熵的微分表达式带入：

dU = T

(
∂S

∂T

)
V

dT +

[
T

(
∂S

∂V

)
T

− p

]
dV , (2.7)

于是我们得到：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

, (2.8)(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p , (2.9)

1熟悉分析力学的读者应当记得：当我们从一个力学体系的拉各朗日量变换到哈密顿量时，采用

的就是勒让德变换。
2 自由能

◦ ◦ ◦
的名称源于下列事实：考虑一个等温过程，很容易证明在等温过程中，体系所能对外

做的最大功等于体系自由能（而不是内能）的减少。因此称之为自由能以区别于内能，因为内能

中有一部分不能完全变成功输出，而自由能的减少量可以完全变成功输出。类似地，可以证明在

等温等压过程中，体系所能对外做的最大非体积膨胀功等于体系吉布斯函数（又称为吉布斯自由

能）的减少。
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其中在得到第二个式子时，我们利用了Maxwell关系：
(
∂S
∂V

)
T
=
(

∂p
∂T

)
V
。运用理想气体

状态方程，我们立刻发现，对理想气体而言，
(
∂U
∂V

)
T
= 0，即理想气体的内能只是温度的

函数。这印证了我们前面（见第 4节开头的讨论）提到的一个事实：在认定理想气体温标
与热力学温标等同的前提下，定义理想气体只需要理想气体状态方程就足够了，满足理想

气体状态方程的体系的内能必定只是温度的函数。

¶类似地，对于体系的定压热容量我们可以得到：

Cp =

(
∂H

∂T

)
p

= T

(
∂S

∂T

)
p

, (2.10)(
∂H

∂p

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
p

. (2.11)

另外，利用偏微分的换元公式：(
∂S

∂T

)
p

=

(
∂S

∂T

)
V

+

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

, (2.12)

我们可以证明:

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

. (2.13)

这个式子把定压和定容热容量的差与物态方程相关的量联系起来。我们还可以用膨胀系

数 α和压缩系数 κ来等价地表达为：

Cp − CV =
V Tα2

κ
. (2.14)

由于上式等号右边的量总是大或等于零的，3 因此我们发现 Cp 总是不小于 CV 的。对理

想气体而言，我们得到大家熟知的关系：Cp − CV = nR。

8 热力学函数和特性函数

¶对于一个一般的 PV T 系统，如果我们有了它的物态方程：

V = V (p, T ) , (2.15)

那么由焓的微分关系：

dH = CpdT +

[
V − T

(
∂V

∂T

)
p

]
dp , (2.16)

我们可以积分得到体系的焓:

H = H0 +

∫
CpdT +

[
V − T

(
∂V

∂T

)
p

]
dp , (2.17)

3在下一章中我们会看到，压缩系数 κ是大或等于零的，这是平衡的稳定性的要求，见第 12.2
节。

刘川
23



热力学统计物理

有了焓及物态方程，内能便也得到了。事实上，我们只需要知道 Cp 在某个给定压强的

值。这是因为 Cp对于压强的偏微商满足：(
∂Cp

∂p

)
T

= −T
(
∂2V

∂T 2

)
p

, (2.18)

其中我们再次利用了麦氏关系。于是，定压热容量对压强的依赖关系完全由物态方程所决

定。也就是说：

Cp = Cp0 − T

∫ p

p0

(
∂2V

∂T 2

)
p

dp , (2.19)

其中积分是沿着固定温度 T 进行的。体系的熵函数也可以从定压热容量及物态方程求出。

这时，我们利用：

dS = Cp
dT

T
−
(
∂V

∂T

)
p

dp , (2.20)

求积分便可以得到熵。有了态函数 H 和 S，均匀系的热力学平衡性质就完全确定了。所

以，在 PV T 系统中，只要实验上测定了 物态方程
◦ ◦ ◦ ◦

V = V (p, T )和在某一个固定压强 p0

下的 定压热容量
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

作为温度的函数 Cp(p0, T )，就可以完全确定该 PV T 体系的所有热力

学函数和热力学性质。

¶ Massieu曾经证明了，在独立变量的适当选取下，只要已知一个热力学函数，就可
以把一个均匀系的热力学平衡性质完全确定，这样的函数（以及与之对应的适当选取的独

立变量）称为 特性函数
• • • •

。我们很容易证明，内能 U 是以熵 S 和体积 V 为独立变量的特

性函数。因为假定内能作为熵和体积的函数形式 U(S, V )为已知，那么由热力学基本微分

方程知：

T =

(
∂U

∂S

)
V

, −p =
(
∂U

∂V

)
S

. (2.21)

所以温度 T 和压强 p作为 S 和 V 的函数形式也知道了。如果从中消去熵 S，我们便得到

了物态方程，即体积 V 作为温度 T 和压强 p的函数；如果从中消去 V，我们便得到熵 S

作为温度 T 和压强 p的函数。将体积 V 和熵 S 作为温度 T 和压强 p的函数代入内能，我

们就得到了内能作为温度 T 和压强 p的函数。有了内能和熵的表达式，体系的热力学平

衡性质就完全确定了。所以我们说：内能 U 是以熵 S 和体积 V 为独立变量的特性函数。

显然，特性函数与独立变量的选取有关。对于一个 PV T 体系而言，可以证明相应于

独立变量 (S, p)，(T, V )和 (T, p)的特性函数分别为体系的焓 H，亥姆霍兹自由能 F 和吉

布斯函数（或称吉布斯自由能） G。

¶对单元均匀系而言，每摩尔的吉布斯函数称为化学势
• • •

（chemical potential） µ：

G(T, p) ≡ nµ(T, p) , (2.22)

其中 n为摩尔数。4这是一个非常重要的物理量，它在研究相变和化学反应中起非常重要

的作用，这在我们后面的课程（见第四章）中将要讲到。

4注意，这个关系只对单元系成立。对于多元系来说，其各个组元的化学势见第 14节。
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2.1 理想气体的热力学函数

为简单起见，我们考虑一摩尔的理想气体。由于理想气体的内能 U = U(T )只是温度的函

数，一摩尔的理想气体的熵 s可以通过下列等价的方法求出:

s =

∫
cV
dT

T
+R logV + s0 , (2.23)

s =

∫
cp
dT

T
−R log p+ s0 . (2.24)

其中 s0为理想气体的熵常数，而 cp和 cV 为一摩尔理想气体的定压热容量和定容热容量，

它们都只是温度的函数。如果温度变化范围不大，以至于它们可以近似的用常数来替代，

那么上式中的积分可以积出。类似地，理想气体的焓也可以积分求出：

h =

∫
cpdT + h0 , (2.25)

其中 h0 为理想气体的焓常数。有了焓和熵，其他热力学函数都可以由此导出。特别值得

给出的是一摩尔的吉布斯函数（或化学势）：

µ(T, p) = RT (ϕ(T ) + log p) , (2.26)

其中对理想气体而言，函数 ϕ(T )只是温度的函数，它的表达式为：

ϕ(T ) =
1

RT

∫
cpdT − 1

R

∫
cp
dT

T
+

h0
RT

− s0
R

= −
∫

dT

RT 2

∫
cpdT +

h0
RT

− s0
R

. (2.27)

其中 h0和 s0为理想气体的焓常数及熵常数。在推导上面公式的第二个式子时，我们利用

了分部积分公式。注意，吉布斯函数中可以
◦ ◦

含有一个不确定的温度的线性函数，这起源

于熵中不确定的熵常数。这个理想气体的化学势公式我们在以后讨论混合理想气体和化

学反应中还会多次用到。 ◃▹

2.2 范氏气体的热力学函数

对于一摩尔的范氏气体，其状态方程为：(
p+

a

v2

)
(v − b) = RT . (2.28)

其中常数 a和 b分别代表了气体分子之间有效的吸引以及分子固有体积（有效排斥）的效

应（见第 45节中对于范氏气体的统计物理讨论）。根据它的状态方程我们有：(
∂p

∂T

)
v

=
R

v − b
, (2.29)

按照热力学公式 (2.8)我们得到： (
∂u

∂v

)
T

=
a

v2
. (2.30)
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因此，我们可以将上式积分得到：

u =

∫
cV dT − a

v
+ u0

s = s0 +

∫
cV
T
dT +R log(v − b) , (2.31)

其中我们利用了范氏气体的定容热容量与体积无关的事实。5 ◃▹

2.3 表面体系的热力学函数

一个二维表面系统的自由能的微分表达式是：

dF = −SdT + σdA , (2.32)

其中 A是表面系统的面积； σ = σ(T )是该表面系统的表面张力系数
• • • • • •

，实验表明它只是

温度的函数。于是我们得到：

σ(T ) =

(
∂F

∂A

)
T

. (2.33)

将此式积分便得到表面系统的自由能：

F (A, T ) = σ(T )A . (2.34)

注意在积分过程中没有额外的积分常数，因为当面积趋于零时，表面系统的自由能必定趋

于零。这个式子同时说明，所谓表面张力 σ 实际上就是单位面积的自由能。同样的，我

们可以得到熵和内能：

S = −Adσ
dT

, U = A(σ − T
dσ

dT
) . (2.35)

因此，只要在实验上测定函数 σ(T )，就可以完全确定表面系统的热力学函数。 ◃▹

9 磁性介质的热力学理论

¶在本节中我们讨论均匀磁性介质的热力学理论。按照第一章中的公式 (1.5)，热力
学基本微分方程为（我们这里忽略体积变化）：

dU ′ = TdS + V d

(
H2

8π

)
+ VH · dM , (2.36)

其中等式右边的第二项是静磁场的真空能。令除去这一部分真空中静磁场能以外的体系

能量为 U，我们称 U 为磁性介质的内能。同时，由于体积变化可以忽略，我们将用 U 来

5读者可以利用麦氏关系以及范氏气体的状态方程来证明这一点。
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代表单位体积
◦ ◦ ◦ ◦

的磁性介质内能。我们只考虑M与 H沿同一方向的磁性介质的情形，这

时热力学基本微分方程为：

dU = TdS +HdM . (2.37)

其中M和H分别为M和 H的大小。引入磁场H不变时单位体积的热容量 CH：

CH = T

(
∂S

∂T

)
H
. (2.38)

我们得到磁性介质的Maxwell关系：(
∂M
∂T

)
H
=

(
∂S

∂H

)
T

. (2.39)

注意到： (
∂S

∂H

)
T

= −
(
∂S

∂T

)
H

(
∂T

∂H

)
S

= −CH
T

(
∂T

∂H

)
S

, (2.40)

我们得到： (
∂T

∂H

)
S

= − T

CH

(
∂M
∂T

)
H
. (2.41)

现在我们需要输入磁性介质的物态方程的信息。为简单起见，我们假设磁性介质的状态方

程满足所谓的居里定律
• • • •

：6

M = χH =
C

T
H , (2.42)

其中 C 为一个常数。将居里定律代入 (2.41)式，得到：(
∂T

∂H

)
S

=
CH
TCH

. (2.43)

注意到上式中的等号右面是非负的，所以当体系在绝热过程中被去磁时，温度一般会随之

下降。这正是得到极低温的有效方法之一，称之为绝热去磁降温
• • • • • •

。利用这种方法，可以

得到数量级为 10−3K 的低温。

2.4 电介质的热力学关系

对于电介质，我们可以得到类似的热力学微分方程。如果忽略体积的变化，对于单位体积

的电介质，我们有：

dU = TdS + EdP . (2.44)

其中 P 和 E 分别为电极化矢量 P和电场强度 E的大小。于是，与磁性介质完全类似，我
们也可以得到一系列热力学关系。 ◃▹

6居里定律实际上是具有顺磁性体系的状态方程。关于顺磁性的一个统计物理讨论，可以参见本

讲义的第 32节的讨论。
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2.5 磁致伸缩效应
• • • • • •

对于磁性介质，当等温地加上外磁场时，它的体积实际上会发生变化，这个现象称为

磁致伸缩效应
• • • • • •

（Magnetostriction）。下面我们简要地讨论一下这个效应的热力学。这时的

热力学基本微分方程为：

dU = TdS − pdV +Hd(VM) , (2.45)

其中为简单起见，我们假设磁场和磁化强度是均匀的。与磁致伸缩效应相应的热力学势为

G ≡ U − TS + pV − VHM，它的微分是：

dG = −SdT + V dp− VMdH , (2.46)

我们将考虑最简单的情形，即磁化强度线性地依赖于磁场：M = χ(T, p)H。这对于不太
强的磁场是个好的近似。于是我们得到：

G(T, p,H) = G(T, p,H = 0)− 1

2
χVH2 . (2.47)

于是磁性介质的体积变化为：

V − V0 = −H2

2

(
∂χV

∂p

)
T

. (2.48)

这就是磁致伸缩效应（一般相当小）。如果再做一个近似，假设磁化率 χ只是温度的函数

而与压强无关，我们得到：
V − V0
V

= χ
H2

2
κT , (2.49)

其中 κT 为磁性介质的等温压缩系数。在此近似下，磁致伸缩中体积改变的符号完全由介

质的磁化率的符号决定。 ◃▹

10 平衡热辐射场的热力学理论

¶考虑一个封闭的空窖，它的壁的温度为 T。空窖内有辐射电磁场与空窖的壁达成平

衡。这样的系统又被称为黑体辐射
◦ ◦ ◦ ◦

（ black body radiation）系统。利用热力学第二定律

可以证明，空窖内的电磁辐射的能量（内能）密度只依赖于温度，而与空窖的体积，形状

等其他性质无关。7所以空窖中的电磁辐射的内能 U 可以表达为：

U(T, V ) = u(T )V , (2.50)
7如果不是这样，可将两个体积或形状不同的空窖以一个小孔相连，那么内能密度高的一方就会

有 净能流
◦ ◦ ◦

流向内能密度低的一方，从而必定造成两空窖之间的温度差。于是我们可以利用这个

温差来带动热机对外做功。这将与热力学第二定律相矛盾。
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其中 u(T )为空窖内的电磁辐射的内能密度，它只是温度的函数； V 为空窖的体积。我们

还将利用经典电磁场的一个性质（参见电动力学的教科书 [12]），那就是它的压强 p与辐

射的能量密度 u满足关系：

p =
1

3
u . (2.51)

这正是极端相对论性理想气体满足的方程。空窖中的平衡热辐射场实际上可以看成是理

想的光子气体。

将空窖中的电磁辐射看成一个热力学体系，利用热力学关系：(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p , (2.52)

可以得到内能密度 u(T )所满足的一个微分方程：

u =
T

3

du

dT
− u

3
. (2.53)

其中我们利用了关系 (2.51)。将方程积分得到：

u(T ) = aT 4 . (2.54)

即空窖内的电磁辐射的内能密度与温度的四次方成正比。这个结果首先是斯忒藩（Josef
Stefan）从实验上总结出来的（1879年），大约五年后（1884年），他的学生玻耳兹曼利
用热力学理论证明了这一点。8

¶空窖内电磁辐射的熵也可以求出。为此，我们利用热力学基本方程：

dS =
dU + pdU

T
=

1

T
d(aT 4V ) +

1

3
aT 3dV

= 4aT 2V dT +
4

3
aT 3dV =

4

3
ad(V T 3) . (2.55)

所以积分得到：

S =
4

3
aT 3V , (2.56)

其中积分常数取为零是因为当 V = 0时，辐射场就不存在了，相应的熵也应当为零。有

了电磁辐射的内能密度和熵，其他热力学函数也可以导出。特别值得指出的是：电磁辐射

的吉布斯函数（化学势）为零，这对应于光子数目不守恒。

¶ 在热辐射场中，可以定义辐射通量密度
• • • • • •

J，它是辐射场中在单位时间
◦ ◦ ◦ ◦

内、通

过单位面积
◦ ◦ ◦ ◦

的辐射能量。辐射通量密度 J 与辐射场内能密度 u的关系为：

J =
1

4
cu , (2.57)

8虽然这个推导看起来并不困难，但是其中关键的一步是热辐射的内能密度与压强的关系 (2.51)。
这来源于麦克斯韦的电磁理论。当时麦克斯韦电磁理论在欧洲大陆并不是十分流行。要知道 Hertz
验证麦克斯韦理论的著名实验是在 1887年。因此，玻耳兹曼已经属于其中非常“新潮”的了。
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其中 c为光速。由此我们得到平衡热辐射的辐射通量密度为：

J =
c

4
aT 4 = σT 4 , (2.58)

其中 σ = ca/4 称为斯忒藩（ Stefan ）常数，而上式就是著名的 斯忒藩
• • •

－玻耳兹曼
• • • •

（Stefan-Boltzmann）定律。斯忒藩－玻耳兹曼定律的一个应用就是可以来确定一些不便直
接测量的辐射体（例如遥远的恒星）的表面温度。

¶作为一个宏观理论，热力学可以方便地推导出平衡热辐射的能量密度与温度的关
系。但是，如果我们感兴趣更为细致的问题，比如能量按照辐射频率的分布，仅仅利用热

力学理论就不那么容易讨论了。这个问题需要用统计物理的方法来进行研究，参见第七

章第 35节中的讨论。这直接导致著名的普朗克公式和量子论的诞生。

相关的阅读

均匀单元系的热力学性质是所有热力学教科书中的主要内容。从这里开始，读者应当

逐步熟悉热力学分析问题的方法。王竹溪先生的书对这些内容有较详尽的论述 [1]。玻耳
兹曼是首先运用热力学理论来讨论辐射场的人，这也是他的得意之作。另外，Landau和
Lifshitz的连续介质电动力学 [4]中有许多非常不错的例子，从中读者可以感受到将热力学
与电动力学结合起来的魅力。
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第三章 单元系的复相平衡

章

• 热力学体系的平衡判据（ 11）、平衡条件（ 12.1）和稳定条件（ 12.2）

• 相图、克拉珀龙方程（ 12.3）

• 范氏气体的相变（ 12.4）

• 曲面分界面时的气液相变、液滴的形成（ 12.5）

• 相变和朗道理论（ 13）

11 平衡判据

热
力学体系的平衡是一种热动平衡

• • • •
。熵增加原理告诉我们，当一个封闭热力学体

系达到热动平衡时，它的熵达到极大值。因此，我们有如下的熵判据
• • •

：

一

在其他一些情况下，我们还会用到如下的 自由能判据
• • • • •

和 吉布斯函数判据
• • • • • • •

。

• 一个体系在温度和体积不变时，对于各种可能的虚变动来说，平衡态

的自由能最小。

• 一个体系在温度和压强不变时，对于各种可能的虚变动来说，平

衡态的吉布斯函数最小。
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这些平衡判据都可以通过熵判据推导出来，具体利用哪一个判据，要看具体问题而定。

¶上面几个判据中提到的所谓虚变动
• • •

是指描述系统的某些态变量的假想变动
◦ ◦ ◦ ◦

，这

个概念是力学中虚位移
◦ ◦ ◦

的推广。为了区别一个虚变动和真实的变动，我们用符号 δ来标

记某个热力学量的无穷小虚变动，以区别于 d所代表的体系热力学量在一个真实过程中的

无穷小变动。

在数学上，熵判据可以表达为：在固定的内能和体积时，体系熵的一级变分为零

（这称为平衡条件
• • • •

）而二级变分小于零（这称为稳定条件
• • • •

）。 由于有了约束条件，我

们一般需要研究在一定约束条件下（例如熵判据中的固定内能和体积）的函数极值问

题。这在数学上这可以通过拉格郎日乘子
• • • • • •

（ Lagrange multiplier）法得到。具体地说，

如果在 m个附加条件 ϕν(x1, x2, · · · , xn) = 0下（其中 ν = 1, 2, · · · ,m）我们要求函数
f(x1, x2, · · · , xn)的极值，我们可以通过引入m个拉格郎日乘子 λν，并且求函数：

f(x1, x2, · · · , xn) +
m∑

ν=1

λνϕν(x1, x2, · · · , xn) , (3.1)

的极值得到。我们将用 δ̄f 和 δ̄2f 来表示上述函数（即加上了拉格郎日乘子的函数）的一

级和二级变分，以区别于原来函数的变分（对于没有引入拉格郎日乘子的函数的一级和二

级变分，我们分别用 δf 和 δ2f 来表示）。

12 单元复相系的相平衡

¶我们首先推导一个单元开系
◦ ◦ ◦ ◦

的热力学基本微分方程。考虑一个开放的均匀系，它

所含的物质量可以发生变化（例如水，可以汽化成水蒸气）。对于一个摩尔的该物质，我

们有它的热力学基本微分方程（由于是固定的一摩尔物质，所以可以用无物质变化的方

程）：

du = Tds− pdv , (3.2)

其中 u，s和 v分别为一摩尔该物质的内能、熵和体积。那么对于 n摩尔的物质，我们有：

dU ≡ d(nu) = udn+ ndu = udn+ n(Tds− pdv)

= (u− Ts+ pv)dn+ TdS − pdV = TdS − pdV + µdn , (3.3)

其中 µ = u−Ts+pv为一摩尔该物质的吉布斯函数，即化学势
• • •

。我们后面会看到（第 15

节），化学势的高低决定了化学反应和相变的进行方向。公式 (3.3)就是一个开放的单元均
匀系的热力学基本微分方程。

我们还可以写出对公式 (3.3)进行各种勒让德变换从而得到相应的特性函数。例如，
我们可以定义巨势

• •
： J = F − µn = F −G = −pV 作为温度 T，体积 V，化学势 µ的函
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数。读者不难验证：

dJ = −SdT − pdV − ndµ . (3.4)

我们在统计物理部分中会看到，这个热力学函数与相应的巨配分函数有着十分紧密的联

系。

12.1 单元复相系的相平衡条件

¶下面我们利用平衡的熵判据来推导单元系中几种相达到平衡的平衡条件。一般的平
衡条件可以分为三类：热平衡条件、力学平衡条件、相和化学平衡条件。对于一个单元

系，没有化学平衡的问题。因此，我们将研究热、力学和相的平衡条件。

我们假设该单元系的几个相构成一个闭合系统。闭合系统的总的内能 U =
∑

α nαuα、

总的体积 V =
∑

α nαvα 和总的摩尔数 n =
∑

α nα 是固定的。于是，利用拉格郎日乘子

法，考虑到上述约束条件，我们得到熵的一级变分为零的条件：

δ̄S ≡ δS − 1

T
δU − p

T
δV +

µ

T
δn = 0 , (3.5)

其中 T、(p/T )和 (µ/T )是做为拉格郎日乘子引入的。现在我们利用：

δsα =
δuα
Tα

+
pα
Tα
δvα , (3.6)

其中 Tα和 pα分别为相 α的温度和压强。我们就得到体系的总的熵的一级变分为：

δ̄S =
∑
α

nα

(
1

Tα
− 1

T

)
δuα +

∑
α

nα

(
pα
Tα

− p

T

)
δvα

+
∑
α

(
sα − uα

T
− pvα

T
+
µ

T

)
δnα . (3.7)

由于引入了拉格郎日乘子，δuα、δvα 和 δnα 现在可以看成独立的变量。于是，在达到平

衡时我们有： 

1

Tα
− 1

T
= 0 ,

pα
Tα

− p

T
= 0 ,

sα − uα
T

+
pvα
T

+
µ

T
= 0 .

(3.8)

上式中第一个条件为热平衡条件，它指出在复相平衡时，各相的温度相等；第二个条件是

力学平衡条件，它指出平衡时各项的压强相等；第三个条件是相平衡条件，它指出相平衡

时，共存各相的化学势相等。可以统一写成：

Tα = T , pα = p , µα = µ . (3.9)

如果上述平衡条件不能满足，那么体系会发生一个 真实的
◦ ◦ ◦

变动（而不再是虚变动），

这个真实的变动的方向是使体系的总的熵的变化大于零。例如，如果热平衡条件
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不满足，那么体系会向
∑

α nα(
1
Tα

− 1
T )∆uα > 0的方向变动。也就是说，如果某一个

Tα > T = Tβ ̸=α，与之相应的 ∆uα < 0，即能量会从相 α传向其他相。类似地，如果力

学平衡条件没有满足（为简单起见，我们假定热平衡条件已经满足），那么体系会向∑
α nα(

pα
Tα

− p
T )∆vα > 0的方向变动。也就是说，如果某个相的 pα > p = pβ ̸=α，与之

相应的 ∆vα > 0，即该相的体积会膨胀。如果化学平衡条件没有满足，那么体系会向∑
α(−

µα

Tα
+ µ

T )∆nα > 0的方向变动。也就是说，如果某个 µα > µ = µβ ̸=α，与之相应的

∆nα < 0，即该相的摩尔数会减少。也就是说，物质会从化学势较高的相经过相变到化学

势较低的相，这也就是化学势这个名称的由来。

12.2 平衡的稳定性条件

¶上一小节我们利用熵判据，得到了单元复相系平衡的条件，这个条件体现为熵的一
级变分为零。这仅仅保证了熵（在相应的约束条件下）取极值，而不一定是按照熵判据的

要求的极大值。要确保这个极值是极大值，就必须研究熵的二级变分 -这就是我们本小节
的任务。

现在我们假定上一节中讨论的平衡条件都已经得到满足了，我们来进一步讨论这个

平衡是稳定的条件。平衡的稳定性是由体系的熵的二级变分决定的（由平衡条件，它的一

级变分已经为零）。体系的熵为一个稳定的极大的条件是（引入了相应于约束条件的拉格

郎日乘子后的）熵的二级变分小或等于零：

δ̄2S ≡ δ2S − 1

T
δ2U − p

T
δ2V +

µ

T
δ2n ≤ 0 . (3.10)

由于 δS =
∑

α(nαδsα + sαδnα)，因此熵的二级变分为：

δ2S =
∑
α

(
nαδ

2sα + 2δnαδsα + sαδ
2nα
)
. (3.11)

对于内能和体积我们也有类似的表达式。将这些表达式带入公式 (3.10)，并且利用平衡条
件直接进行计算，我们得到：

δ̄2S =
∑
α

nα (δpαδvα − δTαδsα) . (3.12)

平衡稳定性要求此式对于任意的 nα 都要小或等于零，因此我们得到对于每一个均匀相

（我们略去角标 α）都有：

δpδv − δTδs ≤ 0 . (3.13)

这就是我们要求的平衡的稳定性条件。

¶利用平衡的稳定性条件 (3.13)，我们可以得到一系列的热力学不等式
• • • • • •

。例如，如果

我们选取 T 和 v为独立变量，我们可以把 δp和 δs表示为 T 和 v的变分，再利用麦氏关

系我们得到：
cv
T
(δT )2 −

(
∂p

∂v

)
T

(δv)2 > 0 . (3.14)
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因此我们看到，平衡稳定性要求：

cv > 0 , −
(
∂p

∂v

)
T

> 0 , (3.15)

即定容比热和等温压缩系数都是正的，这个事实我们前面曾经提到过（见第 7节末尾），
这一点实际上也很容易从物理上来理解。

¶平衡稳定性的条件还可以用其他变量来表达并得到一系列的热力学不等式。例如我
们可以证明：定压比热和绝热压缩系数也是正的；定压比热一定不小于定容比热等等，这

些都留作练习。

12.3 相图和克拉珀龙方程

¶当两相达到平衡时，温度和压强满足一定的关系，这个关系确立了 (T, p)平面上的

一条曲线，它把 (T, p)平面分成两个区域，分别对应于两相，这样的图称为 相图
• •
。我们

日常见到的物质的相可以分为气相（或称非凝聚相）和凝聚相（一般包括液相和固相，其

中液相又可以称为软凝聚相。）。

气相只能有一个相，固相一般可以有多个相存在，它们往往对应于不同的晶格结构或

对称性。液相通常情况下也只有一个相，但有些特殊的物质可以有多个液相（比如液氦、

液晶）。我们在图 3.1中画出了一个典型的相图，图中的三条曲线将图分为三个区域，分
别对应于固相、液相和气相。

¶当两相（我们把他们分别记为 α相和 β 相）达到平衡时，根据平衡条件我们有：

Tα = Tβ = T , pα = pβ = p , µα(T, p) = µβ(T, p) . (3.16)

原则上，上式确定了两相平衡时的温度与压强的关系。但是由于化学势作为温度和压强的

函数关系一般在理论上不容易得到，多数情况下相变曲线还是由实验给出。利用热力学理

论，可以对相变曲线的斜率做出预言，这就是著名的克拉珀龙
• • • •

（ Clapeyron）方程
• •
。假

定 (T, p)和 (T + dT, p+ dp)为相变曲线上临近的两个点，我们有：

dµα = dµβ . (3.17)

对于两相分别利用热力学关系:

dµ = −sdT + vdp , (3.18)

其中 s和 v分别为摩尔熵和摩尔体积，带入上式我们得到：

dp

dT
=
sβ − sα
vβ − vα

=
λ

T (vβ − vα)
. (3.19)

这就是所谓的克拉珀龙方程
• • • • • •

。它是克拉珀龙首先得到的，只是他当时是从错误的热质说

出发得到的。克劳修斯首先运用正确的热力学理论导出了这个方程，因此也有人称之为克

拉珀龙－克劳修斯方程。
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图 3.1: 一个典型的相图，由固相、液相和气相组成。

¶在克拉珀龙方程中，我们引入了相变潜热
• • • •

：

λ ≡ T (sβ − sα) = hβ − hα . (3.20)

由于两相的熵一般并不相等，所以一般说来相变潜热不等于零，1同时两相的摩尔体积也

不同，2也就是说，体系在发生相变时，它的熵和体积会有一个跃变。这样的相变被称

为一级相变
• • • •

。如果注意到每摩尔的吉布斯函数（即化学势）在相变时是连续的，熵和体

1从微观角度来说，体系的熵是它混乱度的体现。一般来说，固体的混乱度小于液体和气体，所

以固体的熵也低于液体和气体。所以，由固体相变为液体要吸收热量（熔解热）。由固体相变到气

体时也要吸收热量（升华热）。液体的熵虽较固体大，但仍然小于气体，所以液体转变到气体时，

也要吸收热量（汽化热）。
2固体和液体的摩尔体积总是小于气体，而固体的摩尔体积通常

◦ ◦
也小于液体（也有例外，比如

冰的摩尔体积大于水）。由固体、液体相变为气体时体积要膨胀。所以固体－气体和液体－气体的

两相的分界线的斜率总是正的。固体－液体的两相分界线的斜率通常也是正的。

36
刘川



热力学统计物理

积是吉布斯函数的一阶导数，我们可以说：一级相变是吉布斯函数连续而它的一阶导数不

连续的相变。在一级相变的相变曲线上，可能存在这样的点（称为临界点
• • •

），当相变曲

线上的点趋于这个点时，一级相变的熵和体积跃变逐渐趋于零（相应的相变潜热也趋于

零）。于是系统将经过一个所谓的高级相变
• • • •

。按照 Ehrenfest的分类，吉布斯函数及其一

阶导数都连续，但吉布斯函数的二阶导数不连续的相变称为二级相变
• • •

；吉布斯函数及其

一、二阶导数都连续，但吉布斯函数的三阶导数不连续的相变称为三级相变，如此等等。

目前，实验上已经发现许多二级相变，但实际上它们与 Ehrenfest的定义并不是十分吻合。
因为在多数已经发现的二级相变中，吉布斯函数的二阶导数实际上在相变点附近是发散

的。

3.1 水的三相点的数值

做为克拉珀龙方程的一个应用，我们来根据下列实验数据计算水的三相点的数值。我们把

水记为 α相，冰记为 β 相，当温度为摄氏零度（即 273.15K ）压强为一个大气压时，实

验测得的数据为： vα = 1.00021cm3/g，vβ = 1.0908cm3/g，λ = 79.92cal/g。按照克拉珀

龙方程，我们可以计算出冰的溶解曲线的斜率：

dT

dp
=
T (vα − vβ)

λ
= −0.00752K/atm . (3.21)

这是一个非常小的数，说明冰的熔点随压强的变化很小。在摄氏零度时，实验又测得冰汽

平衡的蒸汽压为 4.579mmHg，于是，做为三相点温度的一个很好估计，我们有：

t3 =
dT

dp
× 760− 4.579

760
= 0.007470C . (3.22)

这就是水的三相点温度的很好估计。为了得到三相点的压强，我们利用另一个实

验数据，即在摄氏零度附近（实际上是比摄氏零度略高一点），水汽平衡的潜热为：

λ = 597.4cal/g，水蒸气的比容为： vα = 206288cm3/g。利用克拉珀龙方程，我们得到摄

氏零度附近水汽曲线斜率为： dp/dT = 0.3330mmHg/K。所以，水的三相点的压强约

为：

p3 = 4.579 +
dp

dT
× 0.00747 = 4.582mmHg . (3.23)

这些数据与直接观测到的水的三相点的温度及压强相当吻合。 ◃▹

3.2 潜热随温度的变化

如果我们将方程 (3.20)两边对温度求导数，就可以得到相变潜热随温度的变化关系：

dλ

dT
= cαp − cβp +

[(
∂hα

∂p

)
T

−
(
∂hβ

∂p

)
T

](
dp

dT

)
. (3.24)

利用热力学关系
(
∂h
∂p

)
T
= v − T

(
∂v
∂T

)
p
和克拉珀龙方程，我们得到：

dλ

dT
= cαp − cβp +

λ

T
−

[(
∂vα

∂T

)
p

−
(
∂vβ

∂T

)
p

]
λ

vα − vβ
. (3.25)
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近似地把蒸汽看成是理想气体，并且忽略掉凝聚系的比容（因为它远小于蒸汽的比容），

我们得到：
dλ

dT
= cαp − cβp . (3.26)

当热容量近似为常数时，相变潜热大约线性地依赖于温度。 ◃▹

3.3 蒸气压方程

克拉珀龙方程的另一个应用是来求饱和蒸汽压方程，它是描述蒸汽与固体或液体达到平

衡时的压强随温度的变化关系的方程。这个方程在化学、气象学等多个领域都十分有用。

如果我们近似地把蒸汽看成是理想气体，并且忽略掉凝聚系的比容（因为它远小于蒸汽的

比容），我们得到：
1

p

dp

dT
=

λ

RT 2
, (3.27)

如果我们把相变潜热看成是常数，3那么上式可以积分得到：

p = p0e
−λ
RT , (3.28)

由此可见饱和蒸汽压随温度增加而迅速增加。 ◃▹

12.4 范氏气体的气液两相的转变

¶范氏气体的状态方程是（为方便起见，我们取一个摩尔的范氏气体）：

(p+
a

v2
)(v − b) = RT , (3.29)

其中参数 a和 b分别反映了气体分子的相互吸引和固有体积效应（见第 45节）。范氏气
体的状态方程可以同时描写液体和气体及其相互间的相变。它的等温线具有如下特性

（参见图 3.2）：如果温度高于某个临界温度时，在整条 等温线上都满足平衡稳定性条件(
∂p
∂v

)
T
< 0，即压强是体积的单调递减函数；如果温度低于临界温度时，等温线上有一段

不满足平衡稳定性条件
(
∂p
∂v

)
T
< 0。显然等温线的右段对应于气体而左段对应于液体，而

中间一段不满足平衡稳定性条件的一段实际上是不能实现的。它对应于相变时气体、液体

两相共存的情况。范氏气体的临界点显然满足：(
∂p

∂v

)
T

= 0 ,

(
∂2p

∂v2

)
T

= 0 . (3.30)

在临界点，气相和液相的区别消失，系统经历一个二级相变。如果温度高于临界温度，范

氏气体将只能以气态存在了。

3这个近似并不好，更好一些的近似是利用上面例子中得到的相变潜热随温度的变化关系。这样

会得到 Kirchhoff的蒸气压方程： log p = A−B/T + C logT。
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图 3.2: 范氏气体的等温线示意图。在某个临界温度以上时，压强是体积的单调递减函数。在温度
低于临界温度时，等温线中间有一段不稳定的区域。

¶为了说明相变时的情况，我们在图 3.3中专门画出了当温度低于临界温度时，等
温线上各个重要的点。当气液相变发生时，体系的温度和压强将保持恒定。所以，我们

将利用平衡态吉布斯函数（由于我们讨论一个摩尔的范氏气体，它的吉布斯函数也就是

化学势）最小原理来寻找相变时的稳定平衡态问题。当温度一定时，化学势的微分为：

dµ = vdp。于是我们可以（保持温度固定，或沿等温线）积分得到：

µ = µ0 +

∫ p

p0

vdp , (3.31)

实际上化学势的改变量（即上式右面的积分）在 PV 图上有着非常清楚的几何意义，它

就是压强界于 p0 和 p之间的、等温线与压强轴之间的面积。为了确定起见，我们取积分

的起始点为图 3.3中的 K 点。当我们沿着等温线从 K 点出发并向左移动时，压强会逐渐

增加，于是公式 (3.31)告诉我们化学势也会增加。当我们沿着等温线到达 N 点时，化学

势达到极大。这时，如果我们继续沿着等温线由 N 点移向 J 点，则化学势反而会减小，

与此同时压强也由 p2减小到 p1。在 J 点，化学势会达到一个极小。如果我们继续沿等温
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图 3.3: 范氏气体的等温线示意图，其中温度低于临界温度的曲线中显示了 Maxwell的等面积法
则。

线从 J 点移向点 A和M 点，则压强将再次增加，化学势也将继续增加。这个化学势随压

强变化的过程也可以用化学势 µ和压强 p的图来表示，这显示在图 3.4中。这个图中的各
个点，都与图 3.3中的各个点相对应。其中化学势的 p ∈ (0, p2)和 p ∈ (p1,∞)的两段的交

点，对应于图 3.3中的水平线段 BA。由于这两个点对应于同样的压强，而且它们的化学

势也相等，所以在 µ-p图上就缩为一个点了。按照吉布斯函数最小原理，真实的稳定平衡
态应当是取图 3.4中 KB(DA)M 线段上的各个点。它们对应于固定温度和不同压强下的

稳定状态。在线段 KB 上，系统完全处于气态；在线段 AM 上，系统则完全处于液态。

在水平线段 BDA上，系统实际上处于气液混合共存的状态。点 A和 B 应当满足条件：

µA = µB。按照公式 (3.31)，这就是说：闭合曲线 AJD的面积与闭合曲线 BND的面积

恰好相等。这就是著名的麦克斯韦
• • • •

等面积法则
• • • • •

。在超过了水平线段 BDA而仍能满足

平衡稳定性的两段（即 BN 和 AJ 两段），分别对应于 过冷气体
• • • •

和 过热液体
• • • •

。它们是

40
刘川



热力学统计物理

图 3.4: 范氏气体的化学势在温度固定时，随压强的示意图，其中的温度低于临界温度。图中的各
个点的标记与图 3.3一致。

所谓的亚稳态
• • •

。也就是说，它们对应于无穷小的变动是稳定的，但它们并不是吉布斯函

数最小的状态。一旦有了足够大的扰动，它们就会变成更稳定的状态 -气液混合状态。

12.5 曲面分界时的平衡条件和液滴的形成

¶当液相和气相达到平衡而两相的分界面是曲面时，由于表面相的存在，力学平衡条
件需要进行修正。热平衡条件仍然是各相（包括表面相）的温度相同。我们用 α表示液

相，β 表示气相，γ 表示表面相。我们同时假设液相和气相的总体积保持不变。于是整个

系统具有固定的温度和体积，我们可以利用自由能判据来推导平衡条件。三相的自由能的

变分为： 
δFα = −pαδV α + µαδnα ,

δF β = −pβδV β + µβδnβ ,

δF γ = σδA ,

(3.32)
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其中我们假定表面相是纯粹的几何面，所以不含有摩尔数。由于系统有固定的总体积和总

摩尔数，我们有： δV α = −δV β 和 δnα = −δnβ。为了简单起见，我们假设液滴的形状是
球形的，半径为 r。于是显然有： δV α = 4πr2δr以及 δA = 8πrδr = 2δV α/r。所以，我

们得到体系总自由能的变分为：

δF = −(pα − pβ − 2
σ

r
)δV α + µαδnα . (3.33)

由于 δV α和 δnα是任意的，我们立刻得到如下的平衡条件： pα = pβ +
2σ

r
,

µα(pα, T ) = µβ(pβ, T ) .
(3.34)

我们看到，由于表面相的存在，力学平衡条件发生了变化。相平衡条件虽然还是两相化学

势相等，但要注意的是，两相的化学势是在不同压强
◦ ◦ ◦ ◦

时的化学势。

¶下面我们利用上面得到的平衡条件来讨论液滴的形成问题。当一个球形液滴与压强
为 p′，温度为 T 的蒸气达到平衡时，我们有：

µα(p′ +
2σ

r
, T ) = µβ(p′, T ) . (3.35)

另一方面，如果液体和蒸气在温度 T 和平面分界面的情形下达到平衡时，我们有：

µα(p, T ) = µβ(p, T ) . (3.36)

这个式子决定了平面分界面时的饱和蒸气压 p(T )。我们假设液体的性质随压强变化不大

以至于我们有：

µα(p′ +
2σ

r
, T ) = µα(p, T ) +

(
p′ − p+

2σ

r

)
vα , (3.37)

其中 vα为液体的比容。同时，我们假定蒸气可以用理想气体来近似：

µβ(p′, T ) = µβ(p, T ) +RT log
p′

p
. (3.38)

我们这样就得到：

p′ − p+
2σ

r
=
RT

vα
log

p′

p
. (3.39)

这个式子确定了与半径为 r的液滴在温度为 T 时平衡的蒸气的压强 p′ 与平面饱和蒸气压

p的关系。对于多数情形，p′ − p≪ 2σ/r，因此我们可以简化上式为：

2σvα

r
= RT log

p′

p
. (3.40)

反过来说，如果给定蒸气的压强 p′，则可以由此定义一个临界半径
• • • •

rc：

rc =
2σvα

RT log p′

p

. (3.41)
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容易看出，如果一个液滴的半径大于临界半径 rc，则该液滴会增大（即蒸气会相变成液

滴）；如果一个液滴的半径小于临界半径 rc，则该液滴会减小直至消失（即液滴会汽化成

蒸气）。由此可见，如果蒸气十分纯净而没有足够大的凝结核，即使蒸气压大大超过平面

时的饱和蒸汽压，液滴也可以不凝结。这种情形就是所谓过饱和蒸气
• • • • •

，它对应于一种亚

稳态。在粒子物理和核物理实验中广泛运用的威尔逊云室
• • • • •

就是利用过饱和蒸气的性质。

13 相变的朗道理论

朗道理论是关于相变、特别是二级相变的一种 热力学唯象理论
• • • • • • •

。它从一些基本的假

设出发，给出了体系在相变点附近的定性的行为。尽管朗道理论并不具有精确的定量意

义，但是它对于理解相变，特别是二级相变具有重要的启事作用。下面我们简要地介绍一

下朗道理论是如何处理二级和一级相变的。

13.1 二级相变的朗道理论

¶二级相变，又称为连续相变
• • • •

，是近代凝聚态和统计物理中研究的一类重要现象。

它可以在许多系统中发生，例如铁磁相变、临界点附近的汽液相变、超导相变等等。因

此这类现象又被称为临界现象
• • • •

。二级相变的最大特点是，当系统接近相变的临界区域时

（这可以通过调节系统的参数来实现，最常见的是系统的温度趋于它的临界温度），系统

中的特征关联长度趋于无穷大。在实验上，如果让光线通过系统，会出现所谓临界乳光现

象。与此对应地，有些物理量如热容量、磁导率等也会发散。

在临界点附近具有奇异性的物理量的行为可以用所谓的临界指数
• • • •

来描写。以铁磁

系统为例，如果二级相变的相变温度为 Tc，我们定义 t = (T − Tc)/Tc，那么当 t → 0时，

系统将发生二级相变。实验表明，这时系统中的特征关联长度
• • • •

ξ将发散：

ξ ∼ |t|−ν , |t| → 0 , (3.42)

这里 ν 称为与关联长度相应的临界指数（ critical index）。类似地，对于热容量 CV、磁导

率 χ也引入相应的临界指数：

CV ∼ |t|−α , |t| → 0 ,

χ ∼ |t|−γ , |t| → 0 , (3.43)

铁磁系统的特点是，当温度低于某个临界温度（称为铁磁体的居里温度）时，系统会出现

自发磁化。也就是说，即使外磁场为零，系统的总磁化强度矢量也不为零。在临界点附

近，系统的自发磁化强度M(t,H = 0)由另一个临界指数 β 描写：

M(t,H = 0) ∼ (−t)β , t→ 0− . (3.44)
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如果系统正好处于临界点上，那么它的自发磁化为零。这时如果加上一个微小的外磁场

H，则系统的磁化强度M可以用另一个临界指数 δ描写：

M(t = 0,H) ∼ H1/δ , H → 0 . (3.45)

¶二级相变的微观本质是系统的对称性发生了自发破缺
• • • •

，系统从具有较高对称性的

相破缺到较低对称性的相。朗道提出，可以引入一个描写系统对称性的变量称为 序参量
• • •

（order parameter），它在不同的相中取不同的数值。例如在铁磁系统中，可以取系统的磁
化强度M为序参量。在高温相（非铁磁相或对称相）中，序参量M = 0；在低温相（铁

磁相或破缺相）中，序参量M ̸= 0。

朗道理论的基本假设是：系统在临界区域附近时，它的热力学势（我们称之为自由

能）可以展开成序参量的幂级数，而系统的真实的序参量由自由能极小条件确定。4如果

我们进一步假设系统具有M ⇔ −M的对称性，那么在临界点附近，系统的自由能可以

展开为：

f(M) = f0 +
a

2
M2 +

b

4
M4 + · · · . (3.46)

其中在临界点附近（即 t ∼ 0时），a(T ) = a0t为温度的线性函数且 a0 > 0。因此当温度

T 有临界点上降低到临界点以下时，系数 a(T )在临界点处刚好由正变为负。我们先假定

系数 b(T )在我们考虑的温度范围内永远是正的。系统真实的平衡态的序参量的取值由自

由能极小条件来确定。简单的计算我们发现，当 T > Tc 时，a(T ) > 0，从而使自由能极

小的解为M = 0。也就是说，这时系统没有自发磁化。而当 T < Tc 时，a(T ) < 0，从而

使自由能极小的解为M =
√
−a(T )/b(T ) ∼ (−t)1/2。也就是说，这时系统将倾向于有自

发磁化的状态。于是，我们看到 Landau理论预言了序参量的临界指数 β = 1/2。如果我

们加上一个小的外磁场，那么可以研究系统对于外场的响应，简单的计算表明朗道理论中

另外两个临界指数 γ = 1和 δ = 3。类似地，我们可以讨论系统的热容量在临界点附近的

行为。可以证明朗道理论预言热容量在临界点两边有一个跃变（这一点，留作练习）。这

与实际的情况是不符的。实际系统的热容量在临界点附近是发散的，其发散的行为由临界

指数 α来描述。这也说明了，朗道理论只是一个不精确的唯象理论。

13.2 一级相变的朗道理论

现在我们考虑另外一种可能性。我们假定系统的自由能的展开为：

f(M) = f0 +
a

2
M2 +

b

4
M4 +

c

6
M6 + · · · . (3.47)

但是系数 b(T )并不是正的，而是负数。为了使得系统仍然有稳定的状态，我们假定系数

c(T ) > 0永远成立。这时，系统中可以出现一个一级相变
◦ ◦ ◦ ◦

。也就是说，在某个温度 Tc

4其实这个假设并不正确，真正的系统的热力学势在序参量为零处并不解析，而是具有奇异性。
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时，5系统的序参量可以发生一个有限的
◦ ◦ ◦

跃变。这个临界温度由下列两式联合确定：


∂f

∂M

∣∣∣∣
M0

= 0 = aM0 + bM3
0 + cM5

0 ,

f(M0)− f(0) = 0 =
a

2
M2

0 +
b

4
M4

0 +
c

6
M6

0

(3.48)

这个方程的解为：

M2
0 = −3b(Tc)

4c(Tc)
, (3.49)

而系统一级相变的临界温度满足：

a(Tc) =
3b(Tc)

2

16c(Tc)
> 0 . (3.50)

由于我们假定系数 b(T ) 在温度 Tc 附近是负的，所以系统在发生一级相变时，它的序参

量会从M = 0跃变到M = M0 =
√

−3b(Tc)/4c(Tc)。同时我们看到，在一级相变发生

时，二级相变还没有发生，因为这时的温度仍然高于二级相变的相变温度。

13.3 三临界点的朗道理论

¶如果在一级相变发生时，系数 a(Tc)也恰好等于零，这时一级和二级相变将同时发

生。一般来讲，事情不会这么巧，特别是如果系数 a，b，c等等仅是温度的函数时。但

是，如果上述系数还依赖于另外一个参量，6比如说称为∆，那么，只要适当调节参量∆，

就有可能使得在某个温度 Tt和 ∆t时满足：a(Tt,∆t) = b(Tt,∆t) = 0。这时，我们称系统

处于一个三临界点
• • • •

（ tricritical point）。在三临界点附近，系统的临界性质会表现出与一

级或二级相变不同的性状。朗道理论也可以来定性地讨论在系统三临界点附近的行为。

这时，一级相变的曲线满足下列方程：

a(∆, T )− 3b2(∆, T )

16c(∆, T )
= 0 , (3.51)

而二级相变的临界点由 a(∆, T ) = 0给出。这两条曲线在 ∆ − T 平面的交点就是三临界

点。两条曲线的斜率可以按照下面的方法求出求出。对于二级相变曲线，我们有：

d∆

dT

∣∣∣∣
(2)

= − ∂a/∂T

∂a/∂∆
≡ −aT

a∆
, (3.52)

其中我们用简化的符号 aT 和 a∆ 来分别代表函数 a(∆, T )对于温度 T 和参量 ∆的偏导

数。而对于一级相变，我们得到：

d∆

dT

∣∣∣∣
(1)

= −
aT c+ cTa− 3

8bbT

a∆c+ c∆a− 3
8bb∆

. (3.53)

5注意这个临界温度是系统一级相变的临界温度，不要与前面讨论的二级相变的临界温度混淆。
6这些另外的参量可以是外磁场、外电场等等。
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于是我们看到，在两根曲线相交的三临界点附近，由于 a(∆, T ) → 0并且 b(∆, T ) → 0，

我们发现一、二级相变的相变曲线的斜率在三临界点附近也变得相同。这就意味着，在三

临界点不仅两条曲线相交，而且它们是光滑联结在一起的。

¶现在利用自由能的极值条件：
∂F

∂M
= 0

我们可以解出序参量如下：

M =

√
b2

4c2
− a

c
− b

2c
. (3.54)

这个函数在三临界点附近可以具有不同的渐进形式，它取决于 (∆, T )如何趋于 (∆t, Tt)。

多数情形下，由于 a和 b都是线性地趋于零，因此，对于大多数情况下，我们应当有：∣∣∣a
c

∣∣∣ >> b2

4c2
. (3.55)

于是，如果 a(∆, T ) = a0(T − Tt)，我们有：

M(T ) ∼
[
a0
c(Tt)

]1/4
(Tt − T )1/4 . (3.56)

但是，在∆− T 平面上也存在一个狭窄的区域使得：∣∣∣a
c

∣∣∣ < b2

4c2
. (3.57)

这时，我们发现序参量的渐进行为是：

M ∼ (Tt − T )1/2 . (3.58)

因此我们看到，在三临界点附近，按照不同的方式趋于三临界点，我们可以得到不同的

临界指数。一般来讲，处于所谓三临界区域的点由关系 (3.55)来表征，它们由一组临界
指数描写，通常这一组临界指数用一个下标 t来表示；另外一些处于临界区域的点由关

系 (3.57)来表征，它们由另外一组临界指数来描写，通常用脚标 u来表示。因此我们发

现，朗道理论预言：βt = 1/4，βu = 1/2。我们也可以求出其他相应的临界指数：γt = 2，

γu = 1，αt = 1/2，αu = −1。

¶最后我们指出，从统计物理的微观角度来看，朗道理论做为一个热力学理论实际上
等价于统计物理中的平均场理论，一般讲它只能对临界现象做出定性的

◦ ◦ ◦
或半定量

◦ ◦ ◦
的解

释，它对临界指数的预言往往
◦ ◦

是不准确的。7真正的精确理论计算需要利用其他的方法，

例如重正化群
• • • •

方法、Monte Carlo模拟等等。有关临界现象以及平均场理论的统计物理

描述，可以参考本讲义第 44节中的讨论。
7一个令人吃惊的结果是，尽管朗道理论对于普通临界指数的预言与实际情况并不相符；朗道理

论对于三临界点附近的临界指数（那些带有脚标 t的临界指数）的预言却几乎是严格的。
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相关的阅读

相变的热力学理论是热力学的菁华所在，更是物理学家的最爱。这主要是因为对于各

种相变的研究一直是凝聚态物理和统计物理的核心内容。我们这里仅仅介绍了相变的若

干例子。还有其他一些非常有意思的例子，例如：液氦的超流相变、超导相变等等，也都

有相关的热力学理论。有兴趣的读者可以参考 Reichl和 Landau的书 [8, 4, 3]。

刘川
47



第四章 多元系的相和化学平衡

章

• 多元系的热力学方程（ 14）

• 多元系的相平衡条件、吉布斯相律（ 15）

• 化学反应和质量作用定律（ 16）

• 混合理想气体（ 17）

• 理想溶液（ 18）

• 热力学第三定律（ 19）

14 多元均匀系的热力学基本方程

们现在讨论多元均匀系
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

的热力学性质。我们假定系统由 k个组元构成。系统的

状态除了温度 T、压强 p以外，还必须引入各个组元的摩尔数 n1, n2, · · · , nk 做
为表征平衡态的参量。

¶一个多元均匀系的三个基本热力学函数体积、内能和熵可以写为：
V = V (T, p, n1, n2, · · · , nk) ,

U = U(T, p, n1, n2, · · · , nk) ,

S = S(T, p, n1, n2, · · · , nk) .

这些热力学函数都是所谓的广延量
• • •

，即如果保持系统的温度和压强不变时，使系统的各
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个组元的摩尔数都变为原来的 λ倍时，系统的体积、内能和熵也变为原来的 λ倍：1


V (T, p, λn1, λn2, · · · , λnk) = λV (T, p, n1, n2, · · · , nk) ,

U(T, p, λn1, λn2, · · · , λnk) = λU(T, p, n1, n2, · · · , nk) ,

S(T, p, λn1, λn2, · · · , λnk) = λS(T, p, n1, n2, · · · , nk) .

(4.1)

与广延量相对应的是所谓强度量
• • •

，例如温度、压强等等。从数学上，广延量的性质说明

广延量是各个组元摩尔数的一次齐次函数
• • • •

。应用齐次函数的欧拉（ Euler）定理，我们

得到： 

V =

k∑
i=1

ni

(
∂V

∂ni

)
T,p,nj

,

U =
k∑

i=1

ni

(
∂U

∂ni

)
T,p,nj

,

S =

k∑
i=1

ni

(
∂S

∂ni

)
T,p,nj

,

(4.2)

其中偏导数
(

∂V
∂ni

)
T,p,nj

中的下标 nj 代表除了 ni以外的所有其他的 nj 不变。我们定义：



vi =

(
∂V

∂ni

)
T,p,nj

,

ui =

(
∂U

∂ni

)
T,p,nj

,

si =

(
∂S

∂ni

)
T,p,nj

.

(4.3)

它们分别称为第 i个组元的 偏摩尔体积
• • • • •

、偏摩尔内能
• • • • •

和 偏摩尔熵
• • • •

。于是体积、内能

和熵可以写成： 

V =

k∑
i=1

nivi ,

U =
k∑

i=1

niui ,

S =

k∑
i=1

nisi .

(4.4)

1这里我们不考虑所谓的非广延热力学体系。一般来说，只要构成体系的微观粒子之间的相互作

用不是长程的，它们的统计一定导致如内能之类的热力学量是广延的。对非广延热力学体系，可

以参考相关的文献: C. Tsallis, arXiv:cond-mat/0010015.
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由于吉布斯函数也是广延量，我们也有：

G =

k∑
i=1

niµi , (4.5)

其中 µi是第 i个组元的 偏摩尔
• • •

吉布斯函数
• • • • •

：

µi =

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj

. (4.6)

它也称为第 i个组元的化学势
• • •

。

¶对吉布斯函数 G(T, p, n1, n2, · · · , nk)取全微分，我们得到：

dG = −SdT + V dp+

k∑
i=1

µidni . (4.7)

类似地，对于内能我们有：

dU = TdS − pdV +
k∑

i=1

µidni . (4.8)

这就是多元均匀系的热力学基本微分方程。对公式 (4.5)求微分并与式 (4.7)比较，我们得
到：

SdT − V dp+

k∑
i=1

nidµi = 0 , (4.9)

即 k + 2个强度量之间有一个关系，这称为吉布斯关系
• • • • •

。

15 多元系的复相平衡及相律

¶我们现在利用 11节中引入的吉布斯函数判据来讨论多元系的复相平衡。为了简单
起见，我们假设多元系的 k个组元之间不发生化学反应，并且每一个组元可以有两个相：

α相和 β 相。我们假设第 i个组元在 α相和 β 相中的摩尔数发生的虚变动分别为 δnαi 和

δnβi。各个组元总的摩尔数不变要求：

δnαi + δnβi = 0 , (i = 1, 2, · · · , k) . (4.10)

在温度和压强保持固定时，两相的吉布斯函数的虚变化为：

δGα =
k∑

i=1

µαi δn
α
i , δGβ =

k∑
i=1

µβi δn
β
i . (4.11)
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于是总的吉布斯函数的虚变动为（考虑到约束条件 (4.10)）：

δG = δGα + δGβ =

k∑
i=1

(µαi − µβi )δn
α
i . (4.12)

吉布斯函数判据告诉我们，平衡态的吉布斯函数最小。于是我们得到平衡条件：

µαi = µβi , (i = 1, 2, · · · , k) , (4.13)

也就是说，两相中各个组元的化学势必须分别相等。

¶利用这个结果，我们来推导著名的吉布斯相律。假设多元复相系有 k个相互无化学

反应的组元，每一个组元有 ϕ个相。相律是要求这样的系统中可以独立改变的强度量的

个数，这个数目称为多元复相系的自由度数
• • • •

，记为 f。为此，我们引入各个组元的相对

浓度：

xαi = nαi /n
α , (4.14)

其中 nα为 α相中各个组元的总摩尔数。很显然 xαi 满足约束条件：

k∑
i=1

xαi = 1 , (α = 1, 2, · · · , ϕ) . (4.15)

也就是说，每一个相由 (k + 1)个强度量描述（ (k − 1)个独立的 xαi 加上温度和压强）。

因为多元复相系由 ϕ个相，所以总共有 ϕ(k + 1)个强度量变数。这些变数之间还必

须满足热平衡条件、力学平衡条件和相平衡条件。热平衡条件是各个相的温度相等：

T 1 = T 2 = · · ·T ϕ . (4.16)

力学平衡条件是各个相的压强相等：

p1 = p2 = · · · pϕ . (4.17)

相平衡条件是每一个组元的化学势在各相中相等：

µ1i = µ2i = · · ·µϕi , (i = 1, 2, · · · , k) . (4.18)

以上这些平衡条件共有 (k + 2)(ϕ− 1)个方程，因此当多元复相系达到平衡时，它的独立

的强度量的个数，即自由度数 f 为：

f = (k + 1)ϕ− (k + 2)(ϕ− 1) = k + 2− ϕ . (4.19)

这就是著名的吉布斯相律
• • • • •

。由相律可以证明，一个单元系共存相的个数最大是 3。所以

在水的三相点，系统的自由度数目为零，也就是说系统所有的强度量具有完全确定的值。

这就是为什么三相点可以作为一个标准点来校准压强、温度。
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16 化学反应

¶任何一个化学反应都可以把反应物
• • •

移到生成物
• • •

的一边并且改变化学反应式前系

数的符号。例如我们把化学反应：

2H2 +O2 → 2H2O

写成：

2H2O − 2H2 −O2 = 0 . (4.20)

一般地讲，一个化学反应总可以写成：∑
i

νiAi = 0 , (4.21)

其中 νi 为化学反应方程式的系数。按照我们的约定生成物的系数为正，反应物的系数为

负。Ai 是相应于生成物和反应物的化学符号。当化学反应进行时，各个组元的摩尔数的

变化都按比例进行，这称为道尔顿定律
• • • • •

。即 ∆ni = νi∆n。显然当 ∆n > 0时，化学反应

向正向进行；当∆n < 0时，化学反应向反向进行。

4.1 道尔顿在历史上最大的贡献是在化学方面。他被认为是第一个从实验上证实

了化学反应中各个物质总是按照一定的比例进行反应的。这实际上成为物质是由原子或

分子组成的间接的证据，在物理、化学乃至整个科学发展史中都具有十分重要的地位。也

许有些令人啼笑皆非的是，道尔顿的发现实际上具有某种虚假的成份。在道尔顿的年代，

进行化学实验的仪器与设备还十分简陋。到了二十世纪，有多组对于科学史有兴趣的科学

家尝试着按照道尔顿当年的记载，运用当时的仪器来重复道尔顿的实验。这些科学家的结

论是：以道尔顿当时的条件，他决不可能做出如此精确的实验。因此他们认为，几乎可以

肯定的是，当时道尔顿实际上人为地
◦ ◦ ◦

改造了实验数据来为他的结论辩护，尽管他的结论

仍然是具有划时代意义的。究竟是什么使得他坚信化学反应应当按照一定比例进行呢？我

想这大约是他对于古希腊原子说和简单和谐比例的宗教般的信心吧。

¶一个化学反应的进行往往伴随着热量的吸收或放出。我们将主要讨论在等温等压
条件下进行的化学反应。我们知道，在等温等压条件下，一个过程中所吸收的热量等

于过程前后焓的改变。在化学上，把 νi 摩尔数生成物产生后所吸收的热量称为（定压）

反应热
• • •

。按照定义，定压反应热 Qp为：

Qp ≡ ∆H =
∑
i

νihi , (4.22)

其中 hi 为组元 i 的偏摩尔焓。显然，按照我们的约定，∆H > 0 对应于吸热反应；

∆H < 0对应于放热反应。由于焓是态函数，因此 ∆H 只与反应的初态和末态有关而与

中间的过程无关。所以，如果最初的反应物先经过一个化学反应到达一个中间态，再经过
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另一个化学反应到达终态；这个过程的反应热一定是上述两个化学反应的反应热之和。这

在热化学上称为 赫斯
• •
（Hess, 1840）定律

• •
。反应热是温度的函数，如果保持压强不变，

对温度求偏微商： (
∂∆H

∂T

)
p

=
∑
i

νicp,i . (4.23)

这个方程称为基尔霍夫
• • • •

（ Kirchhoff）方程
• •
。它告诉我们，一旦知道了组元的热容量和

某个温度时的反应热，可以求出其他温度时的反应热。

¶当化学反应在等温等压条件下进行时，利用吉布斯函数判据，我们可以得出化学反
应达到平衡得条件。为此，我们假设有一个虚变动 δni = νiδn，那么在这个虚变动中，吉

布斯函数的变化为：

δG =
∑
i

µiδni = δn
∑
i

νiµi . (4.24)

于是我们看到，化学反应达到平衡的化学平衡条件
• • • • • •

是：

∑
i

νiµi = 0 . (4.25)

如果化学平衡条件 (4.25)没有满足，化学反应就会向使吉布斯函数减小的方向进行。具体
地说，按照我们对于各个 νi 符号的约定，如果

∑
i νiµi < 0，化学反应向正向进行；如果∑

i νiµi > 0，化学反应向反向进行。

17 混合理想气体

17.1 混合理想气体的热力学性质

¶假设混合理想气体由 k个组元构成，每一个组元的摩尔数为 n1，n2，· · ·，nk。实
验指出，混合理想气体的压强等于各个组元的分压

• •
之和：

p =

k∑
i=1

pi , (4.26)

其中 pi 是第 i个组元的分压，即 ni 摩尔的第 i个组元，以化学纯状态存在，与混合理想

气体具有相同温度和体积时的压强。这个实验定律称为道尔顿（ Dalton，也就是焦耳的师
傅）分压定律

• • • •
。由理想气体状态方程知：

pi = ni
RT

V
, (4.27)

结合道尔顿分压定律，我们得到混合理想气体的状态方程：

pV = (n1 + n2 + · · ·+ nk)RT . (4.28)
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¶要求出混合理想气体的内能和熵，还需要利用下列实验事实：一个能透过半透膜的
组元，它在膜两边的分压在平衡时相等。注意，在热力学范畴内，这一点只能作为一个实

验事实来接受。实际上它是具有统计物理基础的。我们假设半透膜的一边是混合理想气

体，另一边是化学纯状态的第 i个组元，当达到平衡时：

µi = µ̃(T, pi) , (4.29)

其中 µi 是第 i个组元在混合理想气体中的化学势，µ̃是化学纯的第 i个组元的化学势。

由于每一个组元都是理想气体，而理想气体的化学势我们已经求出过（参见第 8节公
式 (2.26)和公式 (2.27)），我们马上就得到了混合理想气体的化学势：

µi = RT (ϕi + log pi) = RT [ϕi + log(xip)] . (4.30)

其中 xi为第 i个组元的相对浓度。其中函数 ϕi(T )仅为温度的函数，它的具体表达式为：

ϕi(T ) = −
∫

dT

RT 2

∫
cpidT +

h0i
RT

− s0i
R

, (4.31)

其中 h0i 和 s0i 为第 i个组元理想气体的焓常数及熵常数。由此我们得到了混合理想气体

的吉布斯函数：

G =

k∑
i=1

µini =

k∑
i=1

niRT [ϕi(T ) + log(xip)] . (4.32)

由于吉布斯函数是以 (T, p, n1, · · · , nk)为独立变量的特性函数，我们有：

V =

(
∂G

∂p

)
T,ni

=

∑
i niRT

p
, (4.33)

这正是道尔顿分压定律。混合理想气体的熵也可以方便地求出：

S = −
(
∂G

∂T

)
p,ni

=
∑
i

ni

[∫
cpi
dT

T
−R log(xip) + si0

]
. (4.34)

注意到上面这个式子又可以写成：

S =
∑
i

ni

[∫
cpi
dT

T
−R log(p) + si0

]
−
∑
i

ni log(xi) . (4.35)

上式中的第一项是各个组元在化学纯状态下且具有混合理想气体的温度和压强时的熵之

和。第二项是各个组元的理想气体在混合后的熵变。我们看到，这个 混合熵
• • •

永远是正

的，这与气体混合是个不可逆过程和熵增加原理一致。如果气体是相同的，那么根据熵是

广延量的性质，混合以后的熵就是混合以前的熵的和。也就是说相同气体混合没有混合

熵。这个表面上看起来与公式 (4.35)矛盾的结果被称为吉布斯佯谬
• • • • •

。仅仅利用热力学理

论，不可能对吉布斯佯谬做出十分清晰的解释。这个问题的本质在于全同粒子与不同粒子

有着原则性的不同。粒子的全同性从本质上说是个量子现象。我们将在统计物理中讨论这

个问题（见本讲义的第 25节的第 71页和第 31节的第 85页）。
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17.2 理想气体的化学平衡

¶对于混合理想气体的化学反应，我们把混合理想气体的化学势 (4.30)带入上节的化
学平衡条件，得到： ∑

i

νi[ϕi(T ) + log(xip)] = 0 . (4.36)

我们定义定压平衡恒量
• • • • • •

Kp(T )：

logKp(T ) = −
∑
i

νiϕi(T ) . (4.37)

于是化学平衡条件可以写成： ∏
i

pνii = Kp(T ) . (4.38)

这个条件被称为质量作用定律
• • • • • •

。如果把 pi = xip带入质量作用定律，我们有：

∏
i

xνii = K(p, T ) , K(p, T ) = p−
∑

i νiKp(T ) , (4.39)

其中 K(p, T )也称为平衡恒量
• • • •

，它一般与压强有关。这是质量作用定律的另一种表达形

式。

¶将定压平衡恒量对温度求导数，得到：

d

dT
logKp(T ) =

∆H

RT 2
, (4.40)

其中 ∆H =
∑

i νihi 为反应热。这个方程称为范霍夫
• • •

（Van’t Hoff, 1877）方程
• •
。它把平

衡恒量随温度的变化与反应热联系了起来。如果是一个吸热反应，即 ∆H > 0，则随着

温度的增加，平衡恒量也增加。所以如果原来化学反应达到平衡，随温度增加，平衡被

破坏，导致
∏
pνii < Kp(T )，也就是

∑
i νiµi < 0。所以会导致化学反应向正向进行，即

会吸收热量以对抗温度的增加。反之，如果是放热反应，则温度的增加会使反应向逆向

进行，即会吸收热量以抵消温度的增加。这正是所谓的勒沙特列
• • • •

（ Le Chatelier, 1884）

原理
• •

的一个例子。勒沙特列原理是说：把平衡的某一个因素加以改变以后，将使平衡态

向抵消原来因素改变的效果的方向转移。

18 理想溶液

¶一般来说，溶液理论是一个相当复杂的理论。我们将只介绍所谓的理想溶液
• • • •

的理

论，它是溶液在无限稀时的极限。溶液是指一个液态的多元均匀系。一般如果有某一个组
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元的摩尔数远大于其他组元的摩尔数，这样的溶液叫 稀溶液
◦ ◦ ◦

。占绝大多数的那个组元被

称为溶剂
• •
，其余的组元统称为溶质

• •
。在习惯上，总是把溶剂标为第一组元而把溶质标

为组元 i > 1。如果用 n1, n2, · · · , nk 代表溶液中每个组元的摩尔数，其中 n1 是溶剂的摩

尔数，那么稀溶液是指满足 ni>1/n1 ≪ 1的溶液。

我们把一个稀溶液的内能记为 U，由于内能是广延量，所以 U/n1 一定只是

ni/n1(i > 1)的函数。由于这些参数很小，我们可以将 U/n1做一个泰勒展开：

U

n1
= u1(T, p) +

k∑
i=2

ui(T, p)
ni
n1

+ · · · , (4.41)

其中我们只保留到 ni/n1(i > 1)的线性项。上式中的 ui(T, p)只是温度和压强的函数，它

们是泰勒展开的系数。如果我们忽略掉高阶的贡献就得到稀溶液的内能为：

U =

k∑
i=1

ui(T, p)ni , (4.42)

由此我们看到，泰勒展开系数 ui(T, p)就是偏摩尔内能（在溶液无限稀时的极限值）。类

似地，稀溶液的体积也可以表达为：

V =
k∑

i=1

vi(T, p)ni . (4.43)

于是，我们可以利用热力学第二定律来求稀溶液的熵。它满足微分方程：

TdS = dU + pdV =

k∑
i=1

ni(dui + pdvi) . (4.44)

这个微分方程的解为：

S =

k∑
i=1

nis
∗
i + C , (4.45)

其中 C 是一个积分常数而 s∗i 是下列微分方程的解：

Tds∗i = dui + pdvi . (4.46)

注意上面熵的表达式中温度和压强的依赖关系都体现在函数 s∗i (T, p)之中了。常数 C 与

温度和压强无关，但原则上可以依赖于各个物质的摩尔数 ni。因此，问题的关键是找到

C 对 ni 的依赖关系。为此，普朗克（ Planck）提出：可以假想温度很高，稀溶液经过一
个相变而变成混合理想气体，并假定这个过程中稀溶液的性质是连续变化的（例如采用绕

过临界点的路径）。这个过程中所有 ni 都不变，所以常数 C 也不变。因此，我们只要求

出混合理想气体的常数 C 就可以了。对于混合理想气体，这个常数 C 就是我们计算过的

理想气体的混合熵 (4.35)，因此，稀溶液的常数 C 也一定具有同样的表达式：

C = −R
∑
i

ni log(xi) . (4.47)
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所以，我们就得到了溶液的熵的表达式为：

S =

k∑
i=1

ni(s
∗
i −R logxi) . (4.48)

由稀溶液的内能、体积和熵的表达式，我们得到稀溶液的吉布斯函数和化学势：

G =

k∑
i=1

ni[gi(T, p) +RT logxi] , (4.49)

gi(T, p) = ui(T, p)− Ts∗i (T, p) + pvi(T, p) ,

µi = gi +RT logxi .

由于吉布斯函数是以 T, p, n1, · · · , nk 为变量的特性函数，所以溶液的所有热力学函数都
可以由化学势 (4.49)所确定。化学势由式 (4.49)给出的溶液被称为 理想溶液

• • • •
。因此我们

看到，理想溶液是稀溶液无限稀时的极限情形。

¶现在让我们考虑理想溶液与某个组元 i的蒸气达到平衡的问题。这实际上是实验上

测定溶液中某个组元的化学势的方法。如果我们把蒸气看成理想气体，我们有：

gi +RT logxi = RT [ϕi(T ) + log pi] , (4.50)

其中 pi 为蒸气中组元 i的分压，它是温度、总压强和溶液的化学成分的函数。于是我们

得到：

pi = kixi ,

log ki = gi/(RT )− ϕi(T ) . (4.51)

对于溶质（ i > 1）来说，这个结果反映了所谓的 亨利
• •
（ Henry, 1803） 定律

• •
：在一

定的温度和压强下，溶质的蒸气分压与它在溶液中的摩尔数成正比。这里比例系数 ki

称为组元 i的 亨利系数
• • • •

。对于溶剂（ i = 1）来说，它被称为 拉乌尔
• • •

（ Raoult, 1886）

定律
• •
。如果引进 po1 来标记纯溶剂在温度为 T、压强为 p时的溶剂的蒸气分压，我们显

然有（即令 x1 = 1）：

g1(T, p) = RT [ϕ1(T ) + log po1] , (4.52)

于是拉乌尔定律可以表述为：
po1 − p1
po1

=
∑
i>1

xi , (4.53)

即溶剂的蒸气分压的降低与溶液中各溶质的摩尔数之和成正比。

¶最后，我们讨论一下渗透压的问题。如果有一个选择透过性膜将溶液与纯溶剂分
开，这个选择透过性膜可以让溶剂的分子自由透过，但不允许任何溶质的分子透过，这时
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在膜的两边会形成压强差，这个压强差被称为渗透压
• • •

（ osmotic pressure）。这时溶剂的

平衡条件为：

µ′(T, p) = g1(T, p
′) +RT logx1 , (4.54)

其中 µ′(T, p)为纯溶剂的化学势，p′ − p是渗透压 Π。由于在溶液很稀时，g1(T, p
′)就是

溶剂在 (T, p′)处的化学势 µ′(T, p′)，我们利用：

µ′(T, p′)− µ′(T, p) ∼ Πv′ , (4.55)

得到：

Πv′ = −RT logx1 ∼ RT
∑
i>1

xi . (4.56)

用溶剂的摩尔数（也就大约是总摩尔数）乘以两边得到：

ΠV =
∑
i>1

niRT . (4.57)

这就是著名的范托夫
• • •

（ Van’t Hoff）渗透压方程
• • • • •

。注意到这个方程的形式与理想气体

的状态方程类似。实际上范托夫最初就是利用分子假说模仿理想气体状态方程推出的。渗

透压在生物学上具有重要的意义，因为生物体的细胞膜就是一种选择透过性膜。由于有渗

透压，使得细胞可以吸收它所需要的化学成分；同时也排出代谢产物。没有渗透压，任何

生物都将无法生存。学到这里，我们应当感到自豪了。我们终于明白了，我们每天吃的东

西是如何被我们的细胞所吸收，我们体内的“垃圾”是如何排出的。

19 热力学第三定律

能斯特（W. Nernst）在 1906年总结了大量低温化学反应的结果后提出了一个结果，
后来这个结果被称为能斯特定理

• • • • •
：

4.1 凝聚系的熵在任何等温过程中的改变，随绝对温度趋于零而趋于零：

lim
T→0

(∆S)T = 0 . (4.58)

1912年，他又根据这一定理得到一个原理，称为绝对零度
• • • •

不可达到原理
• • • • • •

。这个原

理现在也成为了热力学第三定律
• • • • • • •

的标准表述，它的内容是：

3 一

下面我们将从这一原理出发证明能斯特定理。

首先，最有效的降温过程是绝热过程。原因是，如果我们试图冷却的物体在降温的过

程中还吸收热量，这个降温过程显然不有效，因为按照平衡稳定性的要求，物体的热容量
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为正，所以吸收的热量将倾向于使物体升高温度。当然如果物体温度降低的同时还放出热

量，显然对于降温来说是最有效，可是这样的过程只有在周围温度比我们要冷却的物体温

度低时才是可能的。由于我们假设要把物体的温度降到尽可能的低（比周围的物体都要

低）所以这样的过程不可能持续进行。所以，获得低温的最有效过程是绝热过程。如果绝

热过程不能使物体达到绝对零度，那么任何过程都不可能使物体达到绝对零度。这就是为

什么绝热去磁的方法（见第 9节）是获得低温的很有效方法。

另外一个重要的实验事实（在热力学范畴，这一点仍然只能作为一个实验事实给出。

利用统计物理，我们将可以证明这一点）是：凝聚系的热容量在温度趋于绝对零度时趋于

零，即：

lim
T→0

Cy = 0 , (4.59)

其中 Cy 代表某些外参量（例如压强、体积、磁化强度等等）不变时的热容量。量子统计

物理对于固体的热容量的低温行为的预言是：金属固体的热容量在温度很低时与温度成

正比；非金属固体的热容量在温度很低时与温度的三次方成正比。这些理论预言都与实验

结果很好地吻合。

¶下面我们来证明能斯特定理。在图 4.1中我们显示了体系的熵作为温度的函数。图
中的两条曲线分别对应于不同的两组外参量，我们把它们记做 y1和 y2（在绝热去磁降温

过程中，y就是磁场强度）。当温度趋于绝对零度时，能斯特定理预言，这两条曲线将相

交于一点，即在任何等温过程中的熵的改变趋于零。如果不是这样，那么我们可以通过如

图所示的过程：由点 A经过等温的过程将物体的外参量从 y2 变到 y1 达到 B 点。然后我

们令物体经过一个可逆绝热过程将物体的外参量从 y1 再变到 y1 从而达到 C 点。这个过

程可以一直持续下去，使物体由 C 经等温过程达到 D等等。容易想象，如果对应于不同

外参量的两条熵的曲线在温度趋于零时并不相交于一点，那么我们可以通过有限
◦ ◦

的步骤

使这个物体冷却到绝对零度，从而与热力学第三定律矛盾。因此，这两条熵的曲线必定在

温度趋于零时相交于一点，这就证明了能斯特定理。

¶能斯特定理告诉我们，体系的熵在绝对零度时是一个绝对的常数，与体系的其它参
量无关。普朗克（ Planck）提出，可以把这个绝对的熵常数选为零。这样一来，熵的数
值就完全确定了。在统计物理中，我们可以通过计算来确定绝对熵

• • •
。

相关的阅读

这一章的内容可能更能激起化学家的兴趣，因为它实际上是热化学课程中的一些主

要物理内容。当然，我们的讨论完全是侧重于物理方面的。因此，我们仅仅讨论了多元复

相系中具有原理性的内容，而没有给出许多实际的例子。我们对于化学反应和理想溶液的

讨论也是十分简略的。对这些方面有兴趣的读者可以参考王竹溪的《热力学》[1]，如果
想得到更详尽的讨论，可以参考热化学方面的专著，例如 Klotz和 Rosenberg的化学热力
学 [15]。
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图 4.1: 利用热力学第三定律证明能斯特定理。图中显示了体系的熵随温度和外参量的变化。
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第五章 近独立子系的最概然分布

章

• 粒子运动的经典（ 20）和量子（ 21）描述

• 粒子的态空间体积元（ 22）

• 不同的统计法（ 23）

• 等几率原理（ 24）

• 微观态数目（ 25）及其最概然分布（ 26，27）

20 经典力学中运动状态的描述

经典力学中，一个粒子的运动状态是用该粒子的广义坐标 (q1, q2, · · · , qr)以及相
应的（与广义坐标共轭的）广义动量 (p1, p2, · · · , pr)来描述的，其中 r是粒子

的自由度数目。相应的，一个粒子的能量（或者说哈密顿量） ε将是它的广义坐标和广义

动量的函数。如果还存在外场，例如外电场、外磁场或引力场，那么粒子可以与这些外场

发生相互作用，从而粒子的能量还会与这些外场的数值 –我们统称为 外参量
◦ ◦ ◦

–有关。因

此，一个经典粒子的能量 ε可以写成：1

ε = ε(q1, q2, · · · , qr; p1, p2, · · · , pr) , (5.1)

粒子的广义坐标和广义动量的 2r个变量构成了一个 2r维的空间，我们称之为 µ-空间。
于是，经典粒子在任意时刻的运动状态可以用 µ-空间中的一个点来表示，称为粒子运动

1在不会引起误解的情况下，我们并不把与粒子发生相互作用的外参量明显地写出，但是读者应

当记住，粒子的能量是与这些外参量有关的。
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状态的 代表点
• • •

。随着时间的推移，粒子运动状态的改变体现为 µ-空间中粒子代表点的移

动，它在 µ-空间中描出一条代表粒子运动状态的 相轨道
• • •

。

作为一个例子，我们首先考虑最简单的情形：三维空间中的一个非相对论性的自由粒

子。它的能量为：

ε =
1

2m

(
p21 + p22 + p23

)
, (5.2)

其中 m为该粒子的质量，p1，p2 和 p3 分别为该粒子的平动动量的三个分量（即在三个

坐标轴上的投影）。如果粒子是自由的，那么它的动量的三个分量都是常数。这个粒子的

µ-空间是一个 6维空间，自由粒子的运动轨道是该空间中的直线。

另一个典型的例子是一维的谐振子。它的能量表达式为：

ε =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 , (5.3)

其中 m是谐振子的质量，ω 是谐振子的固有频率，x和 p分别是谐振子的位置和动量。

图 5.1: 经典一维谐振子的相空间和相轨道。
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一维谐振子的 µ-空间是一个二维空间。振子的能量固定时，振子的运动轨道是这个二维
空间上的一个椭圆，见图 5.1。

21 量子力学中运动状态的描述

在量子力学中，2 一个粒子的运动状态是由该粒子的一套 好量子数
• • • •

（即守恒量对应

的量子数）所描写的。能量的量子化是在 1900年首先由Max Planck提出，随后由 Einstein
等人发展的。1924年，法国物理学家 Louis de Broglie首先提出了粒子的波粒二象性：即
任何微观粒子都既具有粒子性又具有波动性。这种波被称为 de Broglie波 或物质波

• • •
。该

粒子的能量 ε和动量 p是量子化的：

ε = ~ω , p = ~k , (5.4)

其中 ω 和 k为粒子的德布罗意波的圆频率和波矢。粒子的德布罗意波的波矢 k的大小 k

与粒子的 德布罗意波长
• • • • • •

λ的关系为： k = 2π/λ。一个量子力学的粒子所对应的物质波

由一个波函数
• • •

ψ(r, t)描写，波函数的模方 |ψ(r, t)|2 则代表了在时刻 t，在 r处测量到粒

子的概率密度。1925年，Schrödinger写出了粒子的波函数所满足的方程，即 Schrödinger
方程，该论文在 1926年发表。在稍早时候（1925年），Heisenberg创立了矩阵力学，这标
志着量子力学的正式诞生。

5.1 德布罗意（Louis de Broglie），法国物理学家。他 1910年在巴黎大学获得历
史学位后，本来想去当官，但在与他的哥哥的一番讨论后，对物理学发生了浓厚兴趣。

他还受到 Henry Poincaré的书的影响，对于时空、物质、能量等物理学基本问题进行了
许多思考。物质波的概念是他在 1924年的博士论文中提出的，后来被美国物理学家
C. J. Davidson（1926）和英国物理学家 G. P. Thomson（1927）的实验所证实。有趣的是，
G. P. Thomson的父亲正是 J. J. Thomson－电子的发现者。所以 Thomson父子两个人分别
验证了电子的粒子性和波动性。

粒子的波粒二象性意味着一个量子力学的粒子的坐标和动量是不可能同时被准确测

量的。如果以 ∆q表示粒子的坐标的不确定值，∆p表示与坐标 q共轭的动量 p的不确定

值，那么著名的海森堡不确定性关系
• • • • • •

（又称为测不准关系
• • • • •

）告诉我们：

∆q∆p ∼ ~ , (5.5)

所以，在量子力学的情形中，粒子的运动状态不能再由它的坐标和共轭动量共同来描述，

而必须采用一套完备的好量子数来描写。这些量子数的数目与粒子的自由度数相同。为了

说明一个遵从量子力学的粒子的运动状态的描述，我们来看几个实际的例子。

2我们将 不假设
◦ ◦ ◦

读者已经熟悉量子力学。我们所要利用的量子力学知识将是十分初步的，即能

量、动量等物理量的量子化以及粒子的波粒二象性。
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5.1 　　非相对论性的自由粒子

考虑一个质量为m的一维自由粒子的运动。假设粒子在一个长度为 L的容器中运动。为

了简单起见，我们取所谓的周期性边界条件。3这时粒子的波函数为：

uk(x) =
1√
L
eikx , (5.6)

其中周期性边条件要求： k = 2π
L n，n为整数。该自由粒子的能量为：

εn =
p2

2m
=

2π2~2

m

n2

L2
. (5.7)

所以，粒子的能量是量子化的。粒子的基态，也就是能量最低的态，只有一个，它所对

应的量子数为： n = 0。对于其他的激发态（ n ̸= 0），对应于一个能量本征值存在两个

不同的量子态，分别具有正的和负的量子数 n。这时我们称该量子态是简并
• •

的，相应

的简并度
• • •

是 2。

这个例子可以很容易推广到三维的情形。这时，粒子的能量将依赖于三个量子数：

n = (n1, n2, n3)，其中 ni均为整数。能量表达式为：

εn =
p2

2m
=

2π2~2

m

n2

L2
. (5.8)

粒子的基态仍然是非简并的。第一激发态的简并度是 6。 ◃▹　

5.2 　　一维谐振子

考虑一个质量为m，圆频率为 ω的一个一维谐振子。这时粒子的哈密顿量为：

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 . (5.9)

利用定态的 Schrödinger方程，可以解出粒子的波函数4。该谐振子的能量为：

εn =

(
n+

1

2

)
~ω . (5.10)

其中 n = 0, 1, 2, · · · 为非负整数。一维谐振子的能级是不简并的，每一个量子态有不同的
能量。能级之间的差是常数。 ◃▹

3周期性边界条件要求 un(x+ L) = un(x)，以平面波的函数形式带入，便可以得到波数 k所满

足的条件。
4具体地说，它的定态波函数可以由 un(x) ∼ e−

1
2x

2

Hn(x)给出，其中 Hn(x)是 Hermite多项式。
可参见量子力学教科书。
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5.3 　　磁场中电子的自旋5

考虑一个质量为 m，电荷为 e的一个电子在外磁场中。我们假定外磁场沿 z 方向，磁感

应强度为 B。这时电子的磁矩与外磁场相互作用的哈密顿量为：

H = −gµBBSz , (5.11)

其中 g = 2是电子的 g-因子，µB = e~/(2mc)是玻尔磁子，Sz 是电子自旋角动量在 z 方

向的投影。它只能取两个分立的值： ±1
2。 ◃▹

22 粒子的状态与 µ-空间体积元的对应关系

按照量子力学的准经典近似，当普朗克常数 ~在所考虑的问题中可以看成小量时，
对于粒子运动状态的量子力学描述过渡到经典描述。对于一个自由度数为 r的粒子，在

准经典近似下，每一个量子化的轨道（或者说量子态）对应于其经典 µ-空间（ 2r维的）

中大小为 hr 的体积元。这一点可以从量子力学的准经典近似中得到证明。这里我们只

是想通过海森堡测不准关系来理解这一点。根据量子力学的基本原理，粒子具有波粒二

象性，也就是说，即使在经典极限下，粒子也不是一个几何的点，而是一团“像雾，像

雨，又像风”的弥散波包。粒子的每一维的坐标和它相应的动量是不可能同时测准的：

∆pi∆pi ∼ h，这就是海森堡测不准关系。所以说，粒子在其经典的 µ-空间中，必然对应
于一个体积大约是 hr 的体积元。我们只能说

◦ ◦ ◦
粒子存在于这个小体积元中，而不可能更

精确地确定粒子在这个体积元中的位置。任何想更精确地确定粒子在 µ-空间中的位置的
企图都是粒子的波粒二象性所不允许的。

推广到一个自由度数目为 r的准经典近似下的粒子，它的量子态是准连续的。它的

µ-空间中的体积元与相应的量子态数目有下列的对应关系：

dω ≡
r∏

i=1

(dqidpi) ⇐⇒ dω

hr
个量子态 . (5.12)

23 近独立子系的运动状态的描述与统计法

以上我们讨论了一个粒子的运动状态的经典和量子描述以及二者之间的对应关系。现

在我们开始讨论由大量
◦ ◦

粒子组成的系统的运动状态的描述。为了简化讨论，我们目前只

研究全同的粒子组成的系统，并且粒子之间相互作用可以忽略的情形。普遍的讨论将延迟

5自旋是纯粹的量子效应，没有经典对应。它是W. Pauli在 1925年为了解释原子结构和 Zeeman
效应时提出的。它的真正理论根源可以从电子的相对论性方程（ Dirac方程）的非相对论极限下得
到。Dirac方程还预言了电子的自旋是 1/2以及它的 g-因子是 2。
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到系综理论中去处理。一个全同的粒子组成的系统，如果粒子之间的相互作用可以忽略我

们称这样的系统为 近独立子系
• • • • •

。系统的能量可以表达为所有粒子的能量之和：

E =

N∑
i=1

εi , (5.13)

其中 εi是第 i个粒子的能量； N 是组成系统的总粒子数； E 是系统的总能量。对于近独

立子系，εi只依赖于第 i个粒子的坐标、动量以及可能存在的外场的参量，与其他的粒子

的坐标和动量无关。理想气体可以看成是近独立子系的一个很好的例子。理想气体的分子

除了在发生碰撞的瞬间，都可以认为是没有相互作用的。

对于一个近独立子系的统计有重要影响的是量子力学中的全同性原理
• • • • •

。这个原理指

出：微观全同粒子是不可分辨的。一个由全同粒子组成的系统中，如果将两个全同粒子对

换，系统的微观运动状态（或者说量子态）不会发生任何改变。在我们研究的近独立子

系的统计模型中，将会遇到两类系统。在一类系统中，粒子与粒子之间的运动轨道可以

发生重叠（例如气体），这时必须考虑全同性原理。这类系统我们称之为非定域系
• • • •

。在

另一类系统中，粒子的运动轨道不重叠，可以用它们的位置来加以区分（例如固体中原

子在其平衡位置附近的小振动），这时我们可以不用考虑全同性原理。这类系统我们称之

为定域系
• • •

。

另一个对近独立子系的统计起关键作用的因素是构成系统的粒子的统计性质。自然

界中的微观粒子可以分为两大类： 玻色子
• • •

和费米子
• • •

。费米子的自旋是半整数
• • •

，它们

遵从所谓的 Pauli不相容原理
• • • • •

，即：在同一个微观量子态上只允许有一个费米子占据。换

言之，一旦某个单粒子量子态被一个费米子占据了，同类型的第二个费米子将不能再占

据这个量子态而只能占据其他没有被占据的量子态。我们称这种统计法为 费米
• •

-狄喇克
• • •

（Fermi-Dirac） 统计
• •
。玻色子的自旋是整数

• •
，它们不受 Pauli不相容原理的限制，在

同一个微观量子态上允许占据任意多个玻色子。我们称这种统计法为玻色
• •

-爱因斯坦
• • • •

（Bose-Einstein）统计
• •
。6 自然界中已发现的基本粒子中电子、µ轻子、τ 轻子、相应的

三种中微子、夸克都是费米子；光子、胶子、W±粒子、Z0粒子等都是玻色子。7其它的

微观粒子都是上述粒子的复合粒子。由偶数个费米子复合而成的粒子具有整数自旋，是玻

色子，如：π介子、K 介子、4He原子等。由奇数个费米子复合而成的粒子具有半整数自

6自旋与统计法的这种联系被称为 自旋统计定理
• • • • • •

，它的证明需要用到相对论性量子场论的知

识。目前发现的基本粒子按照自旋 S 可分为三类：S = 0, 1/2和 1。自旋 1/2的粒子由旋量场描

述，其基本产生、湮灭算符满足反对易关系（自动保证了 Pauli不相容原理），属于费米子；自旋
是 0或 1的粒子分别由标量场和矢量场描述，其基本产生、湮灭算符满足对易关系，属于玻色子。

7还有最近 CERN发现的，疑似 Higgs粒子的粒子也一定是玻色子。
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旋，是费米子，如：质子、中子、3He原子等。8

下面我们用一个简单的实例来说明定域性和非定域性、玻色子与费米子对于一个全

同粒子构成的系统所能取的微观态的影响。我们考虑两个全同粒子构成的系统，假定每个

粒子具有 3个可能占据的单粒子量子态。我们来统计
◦ ◦

一下由两个粒子组成的一个系统所

能够取的微观态的数目。

• 定域系：这时两个粒子是可以分辨的，我们分别称之为粒子 A和粒子 B。显然，这

时每个粒子可以分别去占据 3个量子态中的任何一个而不受另一个的限制。这时，

两个粒子组成的系统可以有： 3× 3 = 9种微观态。

• 非定域系的玻色子：这时两个粒子是不可分辨的。但由于是玻色子，每个单粒子量
子态上的粒子数目不受限制。所以一共有 6个系统微观态，分别对应于：两个粒子

全呆在三个单粒子量子态中的一个上（ 3个系统微观态）以及两个粒子分别处在不

同的单粒子量子态上（也有 3个系统微观态）。特别注意的是，由于是全同粒子，因

此在后面这种情况下，我们无法区分两个粒子。也就是说我们无法像上一种情形中

那样，说出那个是粒子 A，那个是粒子 B，交换这两个粒子也不产生新的系统的量
子态。

• 非定域系的费米子：这时，Pauli不相容原理起作用，所以两个粒子不可能处于同一
个个体量子态。因此只有三个系统微观态。

由此可见，系统的统计性质对于构成系统的粒子的统计性质依赖极强。

从统计物理发展的历史来看，人们首先研究的是定域系的统计，这就是著名的麦克斯

韦 -玻耳兹曼（Maxwell-Boltzmann）统计。这种统计忽略了构成系统的微观粒子的一切
◦ ◦

量子效应，既忽略了量子的动力学效应（即用经典力学描述粒子的运动），又忽略了量子

的统计效应（如费米子、玻色子的区别，全同性等）。这样的统计方式称为经典统计
• • • •

。与

之相对的是所谓量子统计
• • • •

，它又分为费米 -狄喇克（Fermi-Dirac）统计和玻色 -爱因斯坦

（Bose-Einstein）统计。它们包括了量子效应，特别是粒子全同性以及 Pauli不相容原理的
影响。我们的讲述方式将以量子的描述方式为出发点，研究近独立子系的经典和量子统计

法，在适当的近似下（我们称之为经典极限
• • • •

），量子统计就可以回到经典统计的结果。

8细心的读者也许会问：那由玻色子复合而成的粒子呢？我们的回答是：由基本玻色子复合而成

的粒子仍然是玻色子。但在自然界中这样的粒子很少见。唯一的例子是胶球，它是由胶子（基本

的玻色子）组成的束缚态，目前实验上有候选者，但还没有最后确定发现。其他自然界的复合粒

子都是由费米子组成的。所以，费米子是自然界物质的基石（ building block），玻色子实际上象
是钢筋水泥，起一个将费米子粘和起来的作用。
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24 等概率原理

在统计物理中，我们研究的是在给定宏观条件下的，由大量微观粒子组成的系统的

宏观性质。一个典型的例子是所谓的孤立系
• • •

，这样的系统具有确定的粒子数 N、体积 V

和总能量 E。当然，自然界中绝对的孤立系是没有的。体系的能量只是在某个固定的值

E 附近的一个小邻域内，即从 E 到 E +∆E 之间，其中 ∆E << E。当这些条件给定时，

系统所能取的微观态的数目仍然是十分巨大的。宏观系统这些可能取的微观态究竟分别

以什么概率出现，9 这是统计物理的最根本的问题。对于这个问题，玻耳兹曼在 1870年
给出了回答，这就是著名的等概率原理

• • • • •
等概率原理认为：对于处于平衡态的孤立系，系

统各个可能的微观态出现的概率相等。

需要强调指出的是，等概率原理是统计物理的一个基本假设，是不可能从经典力学或

量子力学的动力性规律中推导出来的。它的正确性是要靠由它所引出的推论与实际情况

的比较来证实的。大量的实验证明，由这一原理推出的一系列平衡态统计物理理论与实际

的情况很好的符合。这使得我们有充足的理由相信这一原理的正确性。

25 微观态的数目

考虑一个由大量全同的、近独立的粒子组成的孤立系，它具有固定的粒子数 N、总

能量 E 和体积 V。我们用 εl （ l = 1, 2, · · · ）来表示单粒子的能级，用 ϖl 表示相应能级

的简并度。我们用 al （ l = 1, 2, · · · ）来标记能级 εl 上的粒子数。这样一组 al 我们称之

为一个 （粒子在不同能级上的）分布
• •
，或简称分布。我们用符号 {al}来表示系统的一

个分布。显然，如果系统要满足固定的粒子数和能量，每一个可能的分布必须满足以下的

约束条件： ∑
l

al = N ,
∑
l

alεl = E . (5.14)

很显然，当给定系统的一个分布 {al}时，系统还可以取许多不同的微观态。下面我们将
就定域系、非定域玻色子系统和非定域费米子系统来分别讨论给定分布 {al}后，体系的
可能的微观态数目。

首先对于定域系，粒子是可以分辨的。对于 al 个粒子占据能量为 εl 的 ϖl 个量子态

时，每一个粒子都有 ϖl 个占据方式。所以，al 个粒子占据能量为 εl 的 ϖl 个量子态有

ϖal
l 种方式。对于整个系统的一个固定的分布 {al}而言，共有

∏
lϖ

al
l 种占据方式。这个

数目还没有考虑到粒子之间的交换。对于定域系的粒子，粒子之间是可分辨的
◦ ◦ ◦ ◦

。所以，

交换两个粒子给出系统不同的量子态。如果我们将 N 个粒子进行任意的交换，相当于对

它们进行全排列，共有 N !种排列方式。但是，我们必须扣除掉在同一能级上各个粒子之

9我们普遍采用了“概率”这个称呼取代了早年的“几率”。相应的，后面出现的“最概然分布”

也替代了“最可几分布”。
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间的交换数目：
∏

l al!。所以，对于定域系的一个给定的分布 {al}，系统所具有的微观态
数目 ΩM.B.为：

ΩM.B. =
N !∏
l al!

∏
l

ϖal
l , (5.15)

其中我们用M.B.来表示定域系所对应的Maxwell-Boltzmann统计。

对于非定域玻色子系统，粒子是不可分辨的。同时，玻色子不受 Pauli不相容原理的
约束，每个量子态上可以占据多个粒子。因此，对于一个系统给定的分布 {al}，在一个固
定的能级 εl 上，所对应的微观态的数目就是在 ϖl 个不同的盒子里放置 al 个球的不同的

图 5.2: 系统某个能级上一个典型的微观态。图中显示的微观态对应于第一个量子态上有 3个粒

子，第二个量子态上有 1个粒子，第三个量子态没有粒子，第四个量子态上有 2个粒子，第五个

量子态上有 3个粒子，等等。

方式数。为了计算这个组合数目，我们想象将 ϖl 个不同的盒子（量子态）编号为 1，2，

· · · 等等，并且用一个空的方框来表示；每一个球（粒子）我们用一个圆圈来表示。我们
将它们混合地排成一排，并约定每两个盒子（量子态）之间的球（粒子）都填充到它们左

方的盒子内。显然，这要求这一排的最左方一个位置必须是一个盒子，而不能是球。如

图 5.2中显示了系统某个能级上的一个微观态。该微观态对应于第一个量子态上有 3个粒

子，第二个量子态上有 1个粒子，第三个量子态没有粒子，第四个量子态上有 2个粒子，

第五个量子态上有 3个粒子，等等。于是，在保证最左方是盒子的前提下，这些物体的全

排列数目为 (ϖl + al − 1)!。我们所要求的组合数目必须从上述排列数目中扣除粒子之间

的交换全排列数目 al!，还要扣除除了最左方盒子以外剩下盒子的排列数 (ϖl − 1)!。所以，

对于能级 εl，这个组合数是
(ϖl+al−1)!
al!(ϖl−1)! 。将所有能级的组合数相乘，我们就得到了非定域

玻色子系统在给定分布 {al}时的微观态数目 ΩB.E.：

ΩB.E. =
∏
l

(ϖl + al − 1)!

al!(ϖl − 1)!
, (5.16)

其中我们用下标 B.E.来表示 Bose-Einstein统计。

对于非定域费米子系统，粒子是不可分辨的。同时，费米子受 Pauli不相容原理的约
束，每个量子态上最多可以占据一个粒子。因此，对于能级 εl，这个数目就是从 ϖl 个量

子态中选出 al 个态的组合数，即
ϖl!

al!(ϖl−al)!
。将所有能级的组合数相乘，我们就得到了非
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定域费米子系统在给定分布 {al}时的微观态数目 ΩF.D.：

ΩF.D. =
∏
l

ϖl!

al!(ϖl − al)!
, (5.17)

其中我们用下标 F.D.来表示 Fermi-Dirac统计。

很显然，一个系统在给定分布 {al}时的微观态数目对于组成系统的粒子的统计性质
依赖很强。费米子、玻色子和经典粒子给出完全不同的微观态数目。如果在玻色系统或费

米系统中满足所谓的 非简并条件
• • • • •

，即：

al
ϖl

≪ 1 , 对于所有的 l , (5.18)

那么，我们可以容易地证明：

ΩB.E. = ΩF.D. =
ΩM.B.

N !
. (5.19)

也就是说，当非简并条件成立时，玻色系统和费米系统在给定一个系统地分布 {al}时的
微观态数目都等于该分布下经典定域系统的微观态数目再除以 N !。这个 N !不是别的，

恰好是 N 个粒子的全排列数目。因此，在非简并条件下，两个量子统计的微观态数目都

退化到经典的、有全同性原理影响的、麦克斯韦 -玻尔兹曼系统的微观态数目。这可以看
成是量子的全同性原理在经典极限下的一个“遗迹”。我们会看到（见第 31节的第 85
页），正是这个因子使理想气体的熵函数变为广延量，从而避免了所谓的吉布斯佯谬

• • • • •
。

26 玻耳兹曼分布

在 25节中，我们计算了对于一个给定的能级分布 {al}时，系统总的可能的微观态数
目。这个数目依赖于组成系统的粒子的统计特性。当粒子是定域的（可分辨的）经典粒子

时，我们得到公式 (5.15)中的麦克斯韦 -玻耳兹曼的微观态数目；当粒子是非定域的（不
可分辨的）玻色子时，我们得到公式 (5.16)中的玻色 -爱因斯坦的微观态数目；当粒子是
非定域的（不可分辨的）费米子时，我们得到公式 (5.17)中的费米 -狄喇克的微观态数
目。

按照玻耳兹曼的等概率原理，所有的微观态的出现的几率是相等的。从能级的分布

{al}的角度来说，能够使微观态数目取最大值的那一组分布出现的概率也最大，因为它
对应于最多可能的微观代表态。当然，这个极值是在一定约束条件下的极值。具体的说，

当体系具有固定的粒子数、能量时，分布 {al}必须满足：∑
l

al = N ,
∑
l

alεl = E . (5.20)

在满足这个约束条件的前提下，使系统微观态数目取极大值的分布 {al}称为系统的
最概然分布
• • • • •

（意思是这个分布出现的概率最大），我们暂时用 {ãl}来表示系统的最概然
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分布。下面，我们来求出定域的经典粒子组成的系统的最概然分布。对于量子的情形（即

非定域的玻色子或费米子组成的系统），我们将在下一章中讨论。

对于Maxwell-Boltzmann定域系，它的微观态数目为：

Ω =
N !∏
l al!

∏
l

ϖal
l , (5.21)

其中为了简化符号，我们略去了 Ω的脚注。将上式取对数，并利用 Stirling公式：

logm! = m(logm− 1) +
1

2
log(2πm) + o(

1

m
) , (5.22)

我们得到：

logΩ = N logN −
∑
l

al log al +
∑
l

al logϖl . (5.23)

需要注意的是，我们在利用 Stirling公式时，假设了 N 以及所有的 al 都远大于 1。这个假

设实际上有些过分强了。但是，这并不影响我们即将得到的结果的普遍性。更严格的推导

也得到了同样的结论。所以，这里我们将不再过分强调严密性。将上式取一次变分，我们

得到：

δ logΩ = −
∑
l

log
al
ϖl
δal . (5.24)

到目前为止，我们还没有考虑约束条件 (5.20)，对于约束条件取一次变分，并且引入两个
拉格朗日乘子（ Lagrange multiplier） α和 β，我们得到系统微观态数目取极大值的条件：

δ logΩ− αδN − βδE = −
∑
l

(
log

ãl
ϖl

+ α+ βεl

)
δal = 0 . (5.25)

现在，我们可以令每一个 δal 的系数等于零，从而得到最概然分布 {ãl}对于能级 εl 的依

赖关系：

ãl = ϖle
−α−βεl . (5.26)

这就是定域系粒子数目按能级的最概然分布，称为玻耳兹曼分布
• • • • • •

。10 玻耳兹曼分布中的

常数 α和 β 由下列约束条件确定：

N =
∑
l

ϖle
−α−βεl , E =

∑
l

εlϖle
−α−βεl . (5.27)

以上我们求出了非定域系统的最概然分布，即玻耳兹曼分布的形式。我们只利用了系

统的微观态对数的一阶变分等于零（适当引入拉格朗日乘子后）的条件。我们还必须检验

相应的二阶变分，证明它小于零，从而说明所求得的最概然分布的确对应于系统微观态的

10以后，除非我们有需要区分一个一般的分布 {al}和最概然分布 {ãl}，我们都将用 {al}来直接
表示最概然分布。
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极大值，而不是极小值。为此，我们考虑一个与最概然分布 {ãl}相差 {δal}的分布。直
接的计算表明：

log(Ω +∆Ω) = logΩ− 1

2

∑
l

(δal)
2

ãl
, (5.28)

由于这个二阶的修正项永远小于零，我们发现最概然分布的确对应于一个极大值。不仅如

此，当 N 很大时，这还是一个非常陡峭的极大值。为了说明这一点，我们将上式稍加改

写：

log
Ω+∆Ω

Ω
= −1

2

∑
l

(
δal
ãl

)2

ãl . (5.29)

现在，如果我们假设 (δal/ãl) ∼ ϵ为一个小量，同时记住
∑

l ãl = N，我们得到：

Ω+∆Ω

Ω
∼ exp

(
−1

2
ϵ2N

)
. (5.30)

一般说来N ∼ 1023，所以，即使 ϵ ∼ 10−6，我们仍然有： (Ω+∆Ω)/Ω ∼ exp(−1011)，这

个数目小得惊人。也就是说，即使在最概然分布附近很小的偏离，都足以将系统的微观态

数目骤然减少许多个数量级。从上面得公式不难看出，数量级为 (δal/ãl) ∼ (1/
√
N)的相

对偏差就足以对最概然分布造成可观的指数衰减。也就是说，与最概然分布对应的是宏观

系统的一个十分极陡的极大值。这也从一个侧面说明了，宏观系统中典型的相对涨落
• • • •

的

数量级为 1/
√
N。

在 25节中，如果一个非定域的玻色子或费米子系统满足所谓的非简并条件，我们曾
经证明了，与系统的一个固定的分布对应的微观态数目将不依赖于组成系统的粒子是玻

色子还是费米子，它们的微观态数目都等于一个定域系的微观态数目再除以 N !（见公

式 (5.19)）。由于 N 是一个常数，所以这将不影响最概然分布的推导。这就是说，在非简

并条件下，一个非定域的玻色子或费米子系统的最概然分布也是我们已经求出的玻耳兹

曼分布。下面我们会看到，一般的气体都满足非简并条件，所以玻耳兹曼分布是讨论气体

统计性质的理想分布。

27 玻色分布和费米分布

在这一节中，我们来推导微观粒子所遵从的玻色分布和费米分布。我们仍将运用简单

的最概然分布法，而出发点就是我们已经求出的，与一个分布对应的微观态数目。对于费

米子和玻色子，它们的表达式分别是：
ΩF.D. =

∏
l

ϖl!

al!(ϖl − al)!
,

ΩB.E. =
∏
l

(ϖl + al − 1)!

al!(ϖl − 1)!
.

(5.31)
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同时，每一个分布还必须满足两个约束条件，即总粒子数和总能量的约束条件：∑
l

al = N ,
∑
l

alεl = E . (5.32)

我们首先推导费米子的最概然分布。将费米子的微观态数目取对数，得到：

logΩF.D =
∑
l

[ϖl logϖl − al log al − (ϖl − al) log(ϖl − al)] , (5.33)

其中我们假定 ϖl ≫ 1，al ≫ 1和 (ϖl − al) ≫ 1，并且利用了大宗量的 Stirling公式：
logm! ∼ m(logm− 1)。注意，这个假设并不合适，因此我们这里的推导过程从数学上讲

是不严格的。真正严格的推导可以从巨正则系综出发来推导出系统的平均分布（见第 42
节末尾）。不过，最后得到的结果对于一个宏观系统没有任何区别，所以我们就采用了这

里的简化推导。

现在，我们对微观态数目的对数取一级变分，并且考虑到两个约束条件，引入两个拉

格郎日乘子，令一级变分为零得到：∑
l

[− log al + log(ϖl − al)− α− βεl] δal = 0 . (5.34)

其中 α和 β 分别是对应于粒子数和能量守恒的拉格郎日乘子。所以，我们得到费米子系

统的最概然分布：

al =
ϖl

eα+βεl + 1
. (5.35)

用完全类似的方法，我们可以推导出玻色子系统所遵从的最概然分布：

al =
ϖl

eα+βεl − 1
. (5.36)

在上述分布中，拉格郎日乘子都必须由约束条件加以确定：∑
l

ϖl

eα+βεl + 1
= N ,

∑
l

εlϖl

eα+βεl + 1
= E . (5.37)

公式 (5.35)称为费米分布
• • • •

；公式 (5.36)称为玻色分布
• • • •

。有时为了方便，我们将两者统

一写成：

al =
ϖl

eα+βεl ± 1
, (5.38)

其中 +对应于费米分布；−对应于玻色分布。如果 α满足：

eα ≫ 1 , (5.39)

那么，显然费米分布和玻色分布都回到前面得到的玻耳兹曼分布 (5.26)。这时显然有：
al ≪ ϖl，这就是前面提到的所谓非简并条件

• • • • •
。
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相关的阅读

本章讲述近独立子系的统计法。这种讲述方法的好处是比较直观。从等概率原理和最

概然分布的概念出发，可以非常直接地得到麦克斯韦－玻耳兹曼分布、费米－狄拉克分布

以及玻色－爱因斯坦分布。这样可以不必从深奥的系综入手，也不需要大量的量子力学的

知识。多数的比较系统的教科书中都是从一般的系综理论（或经典，或量子）出发的。例

如 Landau的书 [3]、Franz Mohling的书 [11]还有王竹溪先生的书 [2]。
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第六章 玻耳兹曼统计

章

• 玻耳兹曼统计下的热力学公式（ 28）

• 玻耳兹曼关系（ 29）

• 能均分定理（ 30）

• 理想气体及其热容量（ 31）

• 物质的顺磁性（ 32）

28 热力学公式

本
节中我们将利用上节中得到的玻耳兹曼分布来推导一个经典体系的热力学公式。

一个经典的、近独立子系构成的宏观系统的内能 U 是组成系统的各个微观粒子

的微观能量之和，所以我们有：

U =
∑
l

εlal =
∑
l

εlϖle
−α−βεl . (6.1)

我们引入子系配分函数
• • • • • •

z：1

z =
∑
l

ϖle
−βεl . (6.2)

1我们将用 z来标示子系的配分函数而用 Z 来标识整个系统的配分函数（参见第 40节）。
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它是参数 β（我们很快会说明它实际上只与温度有关），以及其他可能的外参量 y（隐含

在其能级 εl 之中）的函数，即：z = z(β, y)。根据总粒子数的条件，我们有：

N = e−αz . (6.3)

我们将看到，一个近独立子系构成的系统的热力学性质将完全由其子系配分函数 z(β, y)

所确定。首先，我们可以得到系统的内能的表达式：

U = e−α
∑
l

εlϖle
−βεl = e−α

(
− ∂

∂β

)∑
l

ϖle
−βεl

=
N

z

(
− ∂

∂β

)
z = −N

(
∂

∂β

)
log z , (6.4)

其中我们利用了公式 (6.3)。这就是系统内能的统计物理表达式。

¶下面我们讨论广义力的统计表达式。广义力体现了粒子的能级随外参量的变化。我
们用 y 来代表一个普遍的外参量，与之相应的广义力记为 Y。按照热力学第一定律，系

统的内能的变化为：

dU = d-W + d-Q = Y dy + d-Q . (6.5)

随着外参量 y的变化，外界对系统的广义力为：

Y =
∑
l

∂εl
∂y

al . (6.6)

这个公式的物理意义十分明显。∂εl
∂y 是处在能级 ε上的一个粒子所感受到的（与广义坐标

y对应的）广义外力。与内能的表达式的推导类似，我们很容易证明：

Y = −N
β

∂

∂y
log z . (6.7)

这就是一个普遍的广义外力的统计表达式。这个式子的一个重要的特例就是与体积变化

相应的广义力－压强。若取体积为广义坐标，则外界对体系做的功为 −pdV，所以相应的
广义力为 −p。因此我们下列压强的统计表达式：

p =
N

β

∂

∂V
log z . (6.8)

¶以上所求得的宏观物理量的统计表达式都是将宏观量所对应的微观量（例如与宏观
的内能相应的是粒子微观的能级；与系统宏观的广义力相应的是一个粒子微观上感受到

的广义力）进行求和以及统计平均得到的。下面我们要求出系统熵的统计表达式。熵（或

者说热量）与上述物理量不同的是，它本身只是一个宏观统计的结果，没有与之相对应的

微观物理量。所以我们也不可能将相应的微观物理量进行统计平均来得到熵的表达式。为

了得到熵的统计表达式，我们将从热力学第一和第二定律出发，并且将与内能和广义功的

统计表达式进行比较来得到熵的统计表达式。
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在一个无穷小的准静态过程中，按照热力学第一定律，系统内能的变化为：

dU = Y dy + d-Q，现在将内能的变化 dU =
∑

l(aldεl + εldal)，以及广义功的统计表达式

Y dy =
∑

l aldεl 带入，我们得到：

d-Q = Y dy − dU =
∑
l

εldal . (6.9)

也就是说，系统所吸收的热量体现为系统内部的粒子在不同能级上的分布改变（占据数

al 的变化）。按照热力学第二定律，微热量 d-Q存在一个积分因子 1/T，即：

1

T
d-Q = dS , (6.10)

其中 dS 正是系统熵的改变。现在我们将内能和广义功的统计表达式带入并乘以 β 得到：

β(dU − Y dy) = −Nβd
(
∂ log z
∂β

)
+N

∂ log z
∂y

dy . (6.11)

由于子系配分函数 z只是 β 和 y的函数，所以 log z的全微分可以写成：

d log z =
∂ log z
∂β

dβ +
∂ log z
∂y

dy . (6.12)

所以我们得到：

β(dU − Y dy) = Nd

(
log z − β

∂ log z
∂β

)
. (6.13)

这说明，β 也是 dU − Y dy的一个积分因子。按照微分方程的理论，两个积分因子的比一

定只是该积分因子所确定的全微分（也就是熵）的函数，即：

β =
1

kBT
, (6.14)

其中 kB 将只可能是 S 的函数。实际上可以证明，它只能是一个普适常数，不能依赖于

S。2它的具体数值，可以从理想气体中得到，结果是：

kB =
R

N0
= 1.381× 10−23J/K , (6.15)

其中 R是理想气体常数，N0为阿佛伽德罗（ Avogadro）常数。常数 kB 称为玻耳兹曼常

数。于是，我们得到了系统熵的统计表达式：

S = NkB

(
log z − β

∂ log z
∂β

)
, (6.16)

2对于这一点，我们可以做如下的说明。注意 β 是考虑到系统能量守恒所引入的拉格郎日乘子。

如果有两个孤立的系统，那么对于这两个系统则可以分别引入 β1 和 β2。现在，设想将两个系统

进行热接触，最终这个系统重新达成平衡。显然，这时只有两个系统的总能量是守恒的，而每一

个子系统的能量并不守恒。所以，对于整个系统，我们只能引入一个拉格郎日乘子 β，这正好与

平衡时两个子系统具有相同的温度对应。所以，我们得出结论： β 只是系统温度的函数，而不可

能依赖于系统的熵。因此，如正文所述，kB 必定是一个普适常数。
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其中在积分过程中，我们已经将积分常数选为零。

¶至此我们已经得到了系统内能、熵和广义力的统计表达式。其余热力学量都可以从
这些物理量得到。其中一个比较重要的量是系统的（ Helmholtz）自由能 F = U − TS。

将内能和熵的统计表达式带入并化简，我们得到：

F = −NkB log z . (6.17)

于是我们看到，系统的自由能直接与子系配分函数联系。在热力学中，F 是以 (T, V )为

独立变量的特性函数，知道了 F (T, V )就可以求出系统的一切热力学量；现在在统计物理

中我们看到，只要求出子系配分函数的对数 log z 作为 (β, V )的函数，我们也可以求出系

统的一切热力学量，这两者之间只相差一个常数因子。

最后我们指出，一个系统的子系配分函数 z的具体计算依赖于组成系统的粒子的能级

εl 以及相应的简并度 ϖl。它们的计算是一个纯粹量子力学
◦ ◦ ◦ ◦

问题。一旦粒子的能级和简

并度求出后，由大量的、近独立的该种粒子所构成的热力学系统的性质即可由统计物理的

方法求出。

29 玻耳兹曼关系

¶利用上节中得到的熵的统计表达式，我们可以证明一个在统计物理发展中十分著名
的关系 -玻耳兹曼关系。首先利用粒子数 N 和子系配分函数 z 的关系 (6.3)，两边取对数
有： log z = logN + α。将此式带入熵的统计表达式 (6.16)中，同时利用粒子数和能量的
约束关系，得到：

S = kB(N logN + αN + βE) = kB

(
N logN +

∑
l

(α+ βεl)al

)
. (6.18)

在利用玻耳兹曼分布： α+ βεl = log(ϖl/al)，我们得到：

S = kB

(
N logN +

∑
l

al logϖl −
∑
l

al log al

)
. (6.19)

现在我们倒着利用 Stirling公式，得到：

S = kB logΩM.B. . (6.20)

这就是著名的玻耳兹曼关系
• • • • • •

，它给出了系统的熵与其可能的微观态数目的对应关系，同

时也给出了熵的统计解释。

6.1 由于受到各方面的攻击（特别是唯能论者 Oswald），玻耳兹曼的情绪十分的
沮丧。他的性格本来就很郁闷，特别是到了 1906年。于是，他决定与家人一起到意大利
Trieste附近的 Duino海湾去度假。大约是寂静美丽的亚得里亚海与他波涛汹涌的内心世界
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无法达成平衡，玻耳兹曼就在度假期间自杀身亡，当时他的妻子和女儿都正在海里游泳，

毫不知情。后来，玻耳兹曼被安葬在维也纳的公墓中，墓碑上没有其他的墓志铭，只有一

个极其简洁优美的公式，就是我们这里讨论的玻耳兹曼关系 (6.20)。

¶在玻耳兹曼关系中的系统微观态数目 Ω是与系统最概然分布相对应的微观态数目。

对于一个宏观系统，由于与最概然分布相应的是微观态数目的一个极陡的极大值，所以公

式 (6.20)中的微观态数目 Ω也可以近似看成是系统全部的微观态数目。系统所具有的微

观态数目越多，它的“混乱度”就越大，因此熵实际上是宏观系统的混乱度的体现。

假设我们的系统由两个孤立子系统组成，分别处于平衡态。它们具有的微观态数目分

别为 Ω1 和 Ω2。当两个子系统没有热接触（相互作用），那么作为整个系统的微观态数目

显然是 Ω = Ω1 · Ω2，这就意味着整个系统的熵是两个子系统的熵相加。当我们将两个系

统相互接触时，显然整个系统的微观态数目就会大于两个子系统的微观态数目的乘积，于

是，两个子系统的接触，一般会使整个系统的熵增加。这就是孤立系的熵趋于极大的一个

统计解释。

下面我们就玻耳兹曼关系做几点说明。

• 玻耳兹曼关系是在系统处于平衡态的情况下得到的。但是公式 (6.20)也可以作为非
平衡态系统的熵的定义。

• 虽然玻耳兹曼关系是对经典的、定域粒子组成的近独立子系得到的，但是我们将会
看到，它对于非定域的全同玻色子或费米子组成的量子体系也是适用的。

• 玻耳兹曼关系是统计物理中对熵给出的一个统计解释。它实际上隐含了一个熵常数
的选取。从量子的角度讲，这种选取是合理的。在绝对零度附近时，系统处于它的

基态上，如果系统的基态能级是不简并的3，那么，我们立刻得到一个结论：当接近

绝对零度时，系统的熵将趋于零。这正是所谓的能斯特（Nernst）定理的结论（加
上普朗克对于绝对熵的选取）。由此可见，绝对熵实际上是一个量子力学的结果。

30 经典极限与能均分定理

30.1 经典极限

¶物质世界从本质上讲是量子的，对于统计物理而言，这主要体现在以下两方面：第
一，粒子的运动状态的描述是量子化的，由一组量子数来描述；第二，全同粒子是不可分

辨的，遵从费米 -狄喇克或玻色 -爱因斯坦统计。只有在所谓的经典极限下，量子效应才
变得不重要，从而回到经典统计。

所以，如果我们认为全同粒子是可以分辨的（例如对于定域系），我们前面已经看到，

遵从费米 -狄喇克或玻色 -爱因斯坦统计的粒子系统的微观态数目将与玻耳兹曼系统的相
3即使系统的基态能级是简并的，其所对应的熵常数与宏观的熵的变化相比，也是可以忽略的。
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同，所以，所得到的最概然分布也相同，都是麦克斯韦 -玻耳兹曼分布。如果在此基础上，
再假定系统的能级十分稠密，可以认为是准连续的，即：

∆ε

kBT
≪ 1 , (6.21)

那么，粒子的运动状态的描述可以认为是准连续的。如果用 εl 表示粒子的广义坐标和广

义动量处于 µ-空间 ∆ωl 范围中时的能量数值，它是粒子的广义坐标和广义动量的连续函

数。我们可以利用准经典近似下，微观态数目与 µ-空间体积元的对应关系，将简并度 ϖl

换成 µ-空间体积元中的微观态数目 ∆ωl
hr 。于是，我们得到麦克斯韦 -玻耳兹曼分布的经典

表达式：

al = e−α−βεl
∆ωl

hr
, (6.22)

它代表了最概然分布下，广义坐标和广义动量处于 µ-空间 ∆ωl 范围中的粒子数。我们看

到经典极限可以适用的条件有两个：第一，全同粒子可以分辨，从而可以运用玻耳兹曼统

计；第二，典型的能级间隔与 kBT 相比很小，以至于粒子的运动状态可以用准连续描述。

经典的配分函数为：

z =
∑
l

e−βεl
∆ωl

hr
, (6.23)

当∆ωl 取得足够小时，上式可以用积分代替：

z =

∫
e−βεdω

hr
, (6.24)

所有的热力学公式都保持不变。

注意经典的麦克斯韦 -玻耳兹曼分布又可以写成：

al =
N

z
e−βεl

∆ωl

hr
, (6.25)

我们看到，上式中的 hr 因子将与配分函数 z中的相同因子消去，所以粒子分布 al 的经典

极限表达式中将不含有普郎克常数 h，与纯粹经典的统计力学的结果一致。唯一例外的物

理量是熵，熵的表达式中将出现普郎克常数，并且它只出现在熵常数之中。我们再次看

到，要确定绝对的熵是需要量子力学的结果的。

30.2 能均分定理

¶这一节中我们将讨论经典统计中十分重要的一个结论：能均分定理。能均分定理在
统计物理的发展史中起过至关重要的作用。它的内容为：

6.1 对于一个处在温度为 T 的热平衡状态的经典系统，其粒子能量 ε中的每一个平

方项的统计平均值为 1
2kBT。

我们首先讨论动能的情形。粒子的动能 εK 的表达式为：

εK =
1

2

r∑
i=1

aip
2
i , (6.26)
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其中系数 ai只是 (q1, q2, · · · , qr)的函数且恒大于零，与所有广义动量无关。那么，粒子动
能表达式中任意一个平方项的统计平均为：

1

2
a1p21 =

1

z

∫
1

2
a1p

2
1e

−βεdq1 · · · dqrdp1 · · · dpr
hr

. (6.27)

对于 p1的积分运用分部积分：∫
1

2
a1p

2
1e

−β
2
a1p21dp1 =

1

2β

∫
e−

β
2
a1p21dp1 . (6.28)

我们注意到，所有与 p1 无关的部分的积分只是贡献一个与配分函数中相同的因子，所以

会消掉。所以我们得到
1

2
a1p21 =

1

2
kBT . (6.29)

这样，我们就证明了，粒子动能项中的每个平方项的统计平均都等于 1
2kBT。

对于粒子的势能项 εP，如果其中的一部分含有如下的平方项：

εP =
1

2

s∑
i=1

biq
2
i + ε′(qs+1, · · · , qr) , (6.30)

其中 bi可以是 (qs+1, · · · , qr)的函数且恒大于零，但是 bi不依赖于 (q1, · · · , qs)；同时，动
能项的系数 ai 也不依赖于 (q1, · · · , qs)；同时，(q1, · · · , qs)的积分区域都是 (−∞,+∞)。

在此情况下，类似地可以证明：
1

2
b1q21 =

1

2
kBT . (6.31)

所以，我们证明了，粒子能量中每个平方项的统计平均值为 1
2kBT。

实际上，统计物理中的配分函数的积分中，广义坐标和广义动量是完全对等的。所

以，如果我们用 (ξ1, ξ2, · · · , ξ2r)来标记广义坐标和广义动量，同时，它们的编号使得粒
子的能量可以写成如下形式：

ε =
1

2

M∑
i=1

ciξ
2
i + ε′(ξM+1, · · · , ξ2r) , (6.32)

其中 1 ≤ M ≤ 2r；系数 ci 均大于零，且只是 ξj （ j > M ）的函数。那么，粒子能量中

每个平方项的统计平均值为 1
2kBT。

6.2 在历史上，能均分定理对于统计物理的早期发展，特别是气体分子运动论的

建立起了十分重要的作用。麦克斯韦提出它的气体分子速率分布后，利用能均分定理研究

了气体的热容量问题。玻耳兹曼也进行了许多工作。所得到得结果是相当矛盾的。一方

面，气体分子运动论显然可以解释相当多的气体（主要是单原子和双原子分子气体）的热

容量；另一方面，对于多原子分子气体的热容量则明显地与实验吻合得不好。这在当时得

科学界引起了极大的争论。按照麦克斯韦的观点，一个多原子分子具有 3个平动自由度和

3个转动自由度，另外还有很多振动自由度。它们的经典能量表达式都符合能均分定理的

形式，所以，多原子分子组成的气体的摩尔热容量应当是很大。但是，实际上，实验测到

的要小一些，比较接近 5
3RT。
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6.3 由于与实验的差别，麦克斯韦为此甚至认为（1860年）：气体分子运动论恐怕
不是一个正确的理论。麦克斯韦对于自己的理论似乎是个相当悲观的人，尽管他对待生活

的态度是极为乐观的。类似的情况还发生在另一件相关的事情上。1859年 5月，麦克斯
韦根据分子运动论的推导，得到了流体粘滞系数的表达式（参见第 49.2小节）。分子运动
论的预言与常规的经验感觉不一致，它预言流体的粘滞系数不依赖于流体的密度。为此，

麦克斯韦写信给当时流体力学的专家 George Gabriel Stokes询问此事的实验情况。麦克斯
韦甚至在信中提到：这也许是彻底驳倒分子运动论的一个有利的证据。Stokes的回信也
说：分子运动论的结论与实验不符，因为，如果流体的密度趋于零，显然它的粘滞系数也

趋于零。所以，麦克斯韦在 1860年的论文中，对于气体分子运动论持相当悲观的态度，
尽管这并没有停止他在这方面的工作。

与麦克斯韦的悲观态度相对，玻耳兹曼对于气体分子运动论的态度则是十分积极的，

尽管他个人对于生活的态度是极其悲观的。他利用各种可能的方法和手段来捍卫气体分

子运动论。例如，他试图说明分子的一个转动自由度被冻结了，所以实际上只有 5个自由

度（尽管他的解释并不正确），因此，玻耳兹曼认为：气体分子运动论的结论与实验完全

相符。

在下一节我们将看到，所有与实验不符的原因，完全是由于量子效应的影响，即：在

讨论理想气体的热容量的某些方面时，经典极限已经不再是正确的处理方法，必须考虑量

子效应。

¶能均分定理的另一个应用是在固体的热容量方面。由于每个固体原子的振动能量中
有 6个平方项，所以，能均分定理预言，固体的摩尔热容量为：

CV = 3R . (6.33)

这就是所谓的杜隆 -珀替定律 (Dulong-Petit law, 1818)。随后大量的实验说明，在比较高的
温度时，这个定律是正确的。但是，在低温时，多数固体都违反这个定律。其中的原因仍

然是量子效应。爱因斯坦是考虑这个量子效应的第一人，后来德拜（Debye）完善了爱因
斯坦的理论（参见第 36节）。由此可见，能均分定理是经典统计中十分重要的一个结论，
它与实验的比较既促进了统计物理的完善和发展，同时又开启了通向量子理论的通道。

31 经典理想气体

本节我们讨论经典理想气体的统计性质。这是我们运用统计物理的方法处理的第一

个、也是十分重要的一个例子。

31.1 单原子分子理想气体的热力学函数

¶我们首先考虑由单原子分子组成的理想气体（例如惰性元素原子组成的稀薄气体）
的热力学函数。一般的稀薄气体都满足所谓的非简并性条件，即： al/ϖl ≪ 1。所以，我
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们可以适用玻耳兹曼分布。我们考虑气体分子处在一个宏观大小的容器中。如果忽略分子

之间的相互作用，那么整个体系是一个近独立子系，每个粒子的能量仅仅是粒子的平动动

能（因为是单原子分子，所以没有转动能。）。我们可以估计出气体的能级间隔的大小：

∆ε ∼ ~2

mL2
, (6.34)

只要对于不太低的温度和宏观的尺寸 L，我们发现都有： ∆ε≪ kBT，所以粒子的能量可

以看成是准连续的。于是，我们可以将单原子分子理想气体的配分函数写成：

z =
1

h3

∫
e−

β
2m

(p2x+p2y+p2z)dxdydzdpxdpydpz . (6.35)

对于坐标的积分可以积出得到体积 V，剩下的动量部分的积分是高斯积分的乘积，我们

得到：

z = V

(
2πm

βh2

)3/2

. (6.36)

按照压强的统计力学公式，很容易求出单原子分子理想气体的压强：

p =
N

β

∂

∂V
log z =

NkBT

V
, (6.37)

也就是说，气体满足理想气体状态方程。按照内能的统计物理公式，我们有：

U = −N ∂

∂β
log z =

3

2
NkBT , (6.38)

与能均分定理的结论一致。

¶按照熵的统计物理公式，我们有：

S = NkB

(
log z − β

∂

∂β
log z

)
=

3

2
NkB logT +NkB logV +

3

2
NkB

[
1 + log

(
2πmkB
h2

)]
. (6.39)

注意，这个表达式有一个问题。它不满足熵是广研量的要求。所以，如果用这个表达式来

研究气体的混合过程，会出现所谓的吉布斯佯谬
• • • • •

。为了解决这个问题，吉布斯提出将熵

的统计物理表达式改为：

S = NkB

(
log z − β

∂

∂β
log z

)
− kB logN ! . (6.40)

这样一来，熵的表达式就变成：

S =
3

2
NkB logT +NkB log

V

N
+

3

2
NkB

[
5

3
+ log

(
2πmkB
h2

)]
. (6.41)
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它满足熵是广研量的要求。其实，所加上的一项可以用粒子的全同性来理解。我们在前面

已经看到，当非简并条件得到满足时，4 量子统计的费米－狄喇克统计和玻色－爱因斯坦

统计所对应的微观态数目都回到经典的麦克斯韦－玻耳兹曼统计的微观态数目再除以 N !。

这个因子恰恰反映了微观全同粒子的不可分辨性所遗留的影响。按照熵与微观态数目的

玻耳兹曼关系，象气体这样的经典的、非定域系的熵应当是 kB log(ΩM.B./N !)，这就解释

了吉布斯佯谬
• • • • •

。

31.2 麦克斯韦速度分布律

¶麦克斯韦在 1860年提出了著名的气体分子平动速度分布律。当时，麦克斯韦是从
概率论的考虑来“导出”他的速度分布律的。现在我们可以从经典的玻耳兹曼分布出发来

得到麦克斯韦速度分布律。正如上节所说，在一般宏观的容器中的气体分子的平动能级的

分布是十分稠密的，可以利用积分来代替分立的求和；同时，一般气体分子也满足非简并

条件。于是，我们有：

e−α = nλ3T = n

(
h2

2πmkBT

)3/2

, (6.42)

于是，气体分子质心平动动量处在 dpxdpydpz 体积元内的分子数为：

N

(
1

2πmkBT

)3/2

e
− 1

2mkBT
(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz . (6.43)

如果用质心平动速度表达，单位体积中，处在 dvxdvydvz 体积元内的分子数为：

f(vx, vy, vz)dvxdvydvz = n

(
m

2πkBT

)3/2

e
− 1m

2kBT
(v2x+v2y+v2z)dvxdvydvz . (6.44)

函数 f(vx, vy, vz)满足以下的归一化条件：∫
f(vx, vy, vz)dvxdvydvz = n , (6.45)

公式 (6.44)就是著名的 麦克斯韦速度分布律，它是适用于任何理想气体（不仅仅是单原

子理想气体）分子平动速度的分布。

如果利用分子平动速度的球坐标表示，并且将其角度部分积分，可以得到麦克斯韦速

率分布，即单位体积中，速率处在 dv内的分子数为：

4πn

(
m

2πkBT

)3/2

e
− m

2kBT
v2
v2dv . (6.46)

4按照非简并条件必须有 (al/ϖl) ≪ 1，由于 (al/ϖl) = e−α−βεl，只需要 e−α ≪ 1，就可以满足

非简并条件。对于一般的单原子分子气体，利用关系 e−α = N/z 及公式 (6.36)，这个条件变为：

nλ3T ≪ 1，其中 n = N/V 是气体的密度，λT =
(

h2

2πmkBT

)1/2
称为气体分子的热波长。
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使得上述速率分布取极大的速率的值称为气体分子的最概然速率，一般用 vm来表示。简

单的计算表明：

vm =

√
2kBT

m
, (6.47)

另外两个有用的物理量是气体分子的平均速率 v̄和方均根速率 vs ≡
√
v̄2，它们分别是气

体分子速率的平均值和速率平方平均值的平方根。我们有：

v̄ = 4π

(
m

2πkBT

)3/2 ∫ ∞

0
e
− m

2kBT
v2
v3dv =

√
8kBT

πm
, (6.48)

以及：

v2s = 4π

(
m

2πkBT

)3/2 ∫ ∞

0
e
− m

2kBT
v2
v4dv =

3kBT

m
, (6.49)

所以，我们有：

vs =

√
3kBT

m
, (6.50)

31.3 理想气体的热容量

¶气体的热容量问题一直是统计物理历史发展中倍受关注的问题，它也是验证统计物
理理论的试金石。我们前面已经提到，1860年麦克斯韦提出他的著名的速度分布律时就
发现理论预言的气体热容量并不能完全解释所有实验的结果。不容否认的是，理论预言的

确与大多数的实验结果吻合。这件事一直困扰着经典统计物理的大师们很久。一直到量子

统计诞生，人们才认识到，那些理论与实验的不吻合完全是因为不恰当地应用了经典统计

的结果。如果运用量子统计方法，则所有理论的预言与实验高度地一致。而那些经典统计

的理论预言与实验吻合得好的例子，恰恰是量子效应不显著，我们期待经典统计应当适用

的例子。现在我们将从量子的玻耳兹曼分布出发来研究理想气体的热容量，并讨论何时它

可以回到经典统计的能均分定理。

¶我们将首先以双原子分子理想气体为例，来说明它的热容量的计算。首先，我们忽
略掉气体分子内部的电子的运动，仅仅考虑气体分子的平动能量 εt、转动能量 εr 和振动

能量 εv。所以，一个气体分子的能量可以写成：

ε = εt + εr + εv . (6.51)

如果用 ϖt、ϖr 和 ϖv 来表示平动、转动和振动能级的简并度，那么气体分子的子系配分

函数为：

z =
∑

ϖle
−βεl =

(∑
t

ϖte−βεt

)
·

(∑
r

ϖre−βεr

)
·

(∑
v

ϖve−βεv

)
≡ zt · zr · zv , (6.52)

也就是说，子系配分函数等于其平动配分函数、转动配分函数和振动配分函数的乘积。
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因此，根据热力学公式，双原子分子理想气体的内能也可以写成平动、转动和振动的

内能之和：

U = −N ∂

∂β
log z = U t + U r + Uv . (6.53)

所以，气体的热容量的贡献也可分为三部分之和：

CV = Ct
V + Cr

V + Cv
V . (6.54)

我们前面已经分析过，只要在宏观的容器中且温度不太低，气体分子的平动能级总是很稠

密的，所以完全可以用积分代替求和。其结果是，气体分子的质心平动部分对热容量的贡

献正如经典统计中能均分定理所预言的，即： Ct
V = 3

2NkB。

¶如果我们将双原子分子的振动看成是简谐振动，5 其圆频率为 ω，振动对于内能的

贡献是：

Uv =
N~ω
2

+
N~ω

eβ~ω − 1
. (6.55)

我们看到，振动部分对于内能的贡献依赖于振动的特征能量 ~ω 与 kBT 的关系。在通常

温度（不太高）下，由于对于一般的双原子分子都有 θv ≡ ~ω/kB >> T，其中 θv 称为分

子振动的振动特征温度
• • • • • •

，其量级一般为 103K 6，远大于通常的室温。于是我们得到：

Cv
V = NkB

(
θv
T

)2

e−
θv
T , (6.56)

也就是说，振动部分对于气体热容量的贡献指数地趋于零。所以，量子力学告诉我们，通

常情形下，气体分子的振动对于其热容量的贡献是非常小的。从物理上讲，这意味着气体

分子的振动能级的间隔 ~ω远远大于 kBT，所以，分子被激发到高振动能级的几率几乎为

零。也就是说，所有的振动模式都被 冻结
• •

在基态上，从而对于热容量没有贡献。事实

上，对于大多数的气体分子，它们的振动特征温度都相当大，以至于当温度较低时，振动

自由度根本不参加能量均分，从而对气体的热容量没有明显贡献；如果温升高到 103K 以

上时，这些分子又变得不稳定，可能分解为原子。对于这类分子构成得气体，它们的振动

自由度完全对热容量没有可观的贡献。当然，例外也是有的。如果气体分子的某个振动模

式的固有频率格外低，这时，它的振动特征温度也特别低。于是，这种振动模式可以对气

体的热容量有相当大的贡献。

¶与分子的振动不同，分子的转动所对应的特征能量一般是小于室温时的 kBT 的。

我们以异核的双原子分子（例如：HCl，CO等）为例，来说明转动自由度对于气体热容
量的贡献。按照量子力学，分子转动的能级为：

εr =
j(j + 1)~2

2I
, (6.57)

5分子的振动是一个比较复杂的量子力学问题。在简谐近似下，它可以按照分子的对称性分为多

个简正模式，每一个模式具有一定的频率。这些频率可以通过分子的光谱线来测定。
6下面的数量级估计有助于我们了解分子的振动特征温度。一般来说，分子振动的特征能量为

10−1eV，相当于 103K 左右。这就决定了多数气体分子的振动特征温度是这个数量级。
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其中 j = 0, 1, · · · 为转动量子数，它标志了双原子分子的角动量； I 是分子的转动惯量。

这个能级的简并度是 2j + 1。所以，分子转动部分的子系配分函数为：

zr =
∑
j

(2j + 1)e
− j(j+1)~2

2IkBT =
∑
j

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T , (6.58)

其中我们引入了分子的转动特征温度 θr ≡ ~2/(2IkB)，它依赖于分子的转动惯量，可以
通过分子的光谱线来测量。对于大多数双原子分子来说，它们的转动特征温度一般是

100 − 101K 的数量级。因此，在通常室温情形下，我们有 T ≫ θr。这意味着，我们可以

利用经典统计来处理分子转动自由度。也就是说，上式中的求和可以用积分来替代。如果

令 x = (θr/T )j(j + 1)，那么，dx = (θr/T )(2j + 1)（因为 dj = 1）。所以，我们得到：

zr =

∫ ∞

0

T

θr
dxe−x =

2I

β~2
. (6.59)

由此，我们得到双原子分子转动自由度对于其内能的贡献为：

U r = −N ∂

∂β
log zr = NkBT ,

Cr
V = NkB . (6.60)

这正是经典统计中能均分定理的结果，即：双原子分子的两个转动自由度各贡献
1
2kBT 的能量，或者说，各贡献

1
2kB 的热容量，所以转动自由度对摩尔热容量的贡献为

NAkB = R。

¶如果双原子分子的两个原子核是相同的，例如 H2，O2 等，那么量子的全同性原理

要起作用。其结果是会影响到双原子分子的转动量子数 j 的可能取值，使得它与双原子分

子的两个原子核的核自旋位形发生关联。以 H2分子为例，可以有两种核自旋的位形，一

种是两个氢核的核自旋平行，这种氢称为正氢（Orthohydrogen）；另一种位形是两个氢核
的核自旋反平行，这种氢称为仲氢（Parahydrogen）。两种氢的分子相对稳定，很难互相
转换。在自然界的氢气中，正氢占 3/4；仲氢占 1/4。全同性原理要求，仲氢中的转动量

子数 j 只能取偶数；正氢中的转动量子数 j 只能取奇数。7 因此，正氢和仲氢的转动部分

的配分函数应当分别来求。我们用 zro 和 zrp 来分别表示正氢和仲氢的转动配分函数，于是

有：

zro =
∑

j=1,3,···
(2j + 1)e−j(j+1) θr

T ,

zrp =
∑

j=0,2,···
(2j + 1)e−j(j+1) θr

T , (6.61)

7由于氢核是费米子，所以整个核系统的波函数必须是反对称的。整个核系统的波函数可以写成

自旋波函数与轨道波函数的乘积。如果氢核的自旋相互平行，构成总自旋为 1的“三重态”，那么

系统的自旋波函数就是对称的，所以系统的轨道波函数必须是反对称的，才能使两者的乘积是反

对称的，这就要求转动量子数 j 必须是奇数。类似地，如果氢核的自旋相互反平行，构成总自旋

为 0的“单态”，那么系统的自旋波函数就是反对称的，所以系统的轨道波函数必须是对称的，才

能使两者的乘积是反对称的，这就要求转动量子数 j 必须是偶数。
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由于自然界中正氢和仲氢各占 3/4和 1/4，所以，氢气的热容量中来自转动自由度的贡献

为：

Cr
V =

3

4
Cr
V o +

1

4
Cr
V p , (6.62)

其中 Cr
V o 和 Cr

V p 分别是正氢和仲氢的转动自由度对热容量的贡献。对于氢来说，实验上

测定的转动特征温度大约是 85K，所以在通常室温下仍然有 θr ≪ T，也就是说，可以利

用经典近似。于是我们发现，正氢和仲氢的子系配分函数的求和变成：

∑
j=1,3,···

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T ∼

∑
j=0,2,···

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T ∼ 1

2

∞∑
j=1

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T (6.63)

也就是说，在经典近似下，正氢和仲氢的区别消失，我们仍然得到经典统计的结果：双原

子分子转动自由度对于气体摩尔热容量的贡献为 R。氢的转动特征温度是所有分子中最

高的，所以，当温度降到 100K 附近或以下时，经典近似就不能用了。这时，正氢和仲氢

的区别也变得显著。要精确计算氢的热容量中转动自由度的贡献，必须用分立的求和而不

能用积分；同时，正氢和仲氢也要分开处理。这样得到的理论预言与实验很好地吻合。另

一种需要类似处理的是氢的同位素组成的分子 D2，它也具有较高的转动特征温度。但是

需要注意的是，由于氘核是核自旋为 1的玻色子，因此正氘与仲氘的丰度以及与之对应的

转动量子数也不同于氢的情形。具体地说，有 2/3的氘的自旋波函数是对称的，其转动量

子数 j 必须取偶数；有 1/3的氘的自旋波函数是反对称的，其转动量子数 j 必须取奇数。

其他的讨论则完全与氢的情形一样。

¶一般来说，气体分子内部的电子的运动是不会对气体的热容量有可观的贡献的。原
因就在于内部电子的能级间隔很大，一般在 eV的数量级。我们知道，1eV ∼ 104K，所

以，在通常温度下这些内部自由度不可能被激发，对气体的热容量没有贡献。如果温度

真的高到 104K，气体分子往往会分解成原子。因此，对于分子构成的气体而言，其分子

内部的电子运动对于热容量的贡献总是可以忽略的。在分子的量子力学的能级中，其内

部电子的不同能级之间的能级差 ∆εe 是最大的，数量级是 1 ∼ 10eV；其次是分子的振动

能级的能级差 ∆εv，大约是 10−1eV；能级差最小的是分子的转动能级，其能级差大约

是 10−4 ∼ 10−3eV。8 这就造成以上三种运动的特征温度分别为： 104K，102 ∼ 103K 和

10 ∼ 102K。当温度远大于某一种运动的特征温度时，对于那种运动模式就可以运用经典

统计的能均分定理；反之，如果温度接近特征温度，那么我们只能用量子统计；在另一个

极端，如果温度远低于某种运动模式的特征温度，那么该运动模式就很难被激发，系统基

8这在量子力学中是可以得到解释的。造成这种能级间隔的差异来源于电子质量与原子核质量之

间所存在的巨大差异。因此，在研究分子的量子力学能级时，可以先认为原子核是固定不动的，

电子在固定的核的库仑场中运动。由此可以解出电子运动的能级，称为电子项（ electronic term），
也就是我们所说的内部电子能级 εe。当电子处在某个电子态时，它对原子核有个反馈作用，这种

作用等效于为原子核提供了一个相互作用势能。对于双原子分子而言，两个原子核可以在这个等

效势能的最小值附近振动，这就是分子的振动能级 εv。最后，原子核体系整体的转动给出分子的

转动能级 εr。这就是所谓的 Born-Oppenheimer近似。简单的数量级估计可以说明，这三种能级的
间隔满足：∆εv =

√
m/M∆εe， ∆εr = (m/M)∆εe，其中m，M 分别是电子和原子核的质量。
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本上被冻结在该模式的基态上，因此，这个模式就不会对热容量有贡献。总之，正如我们

在这一小节开始所说的，只要我们仔细区分量子与经典统计的适用范围，统计物理理论都

得到了与实验高度吻合的结果，获得了巨大成功。

32 二能级系统与顺磁性

¶作为麦克斯韦－玻耳兹曼统计的一个直接的应用，我们来讨论一下具有广泛代表性
的二能级系统。我们这里所指的二能级系统是指一个近独立子系，它的每个子系统的能量

都只能取两个分立能级中的一个。这是一类具有广泛应用的系统，任何一个量子系统，只

要我们所关心的能量尺度仅仅涉及两个能级之差（其他的能级或者根本不存在、或者与这

两个能级相距很远），都可以利用这个二能级系统来近似地描述。具体的例子如：磁场中

无相互作用的自旋 1/2的粒子组成的系统；高分子系统等等。

为方便起见，我们设每个子系只能处在两个量子态：α和 β，它们相应的能量分别

为：Eα = +∆以及 Eβ = −∆。同时，假定系统遵从经典麦克斯韦－玻耳兹曼统计。于

是，子系配分函数为：

z = e−β∆ + eβ∆ = 2 cosh(β∆) . (6.64)

由此，我们可以得到系统的平均内能：

U = −N∆ tanh(β∆) . (6.65)

计算这样的系统的熵也是轻而易举的，我们得到：

S = NkB [log (2 cosh(β∆))− β∆ tanh(β∆)] . (6.66)

这个系统还具有一个十分有趣的现象，那就是它可以出现所谓的“负温度
• • •

”的现象：也

就是说：T =
(
∂U
∂S

)
∆
可以小于零。当然，要在实验上实现它是困难的，目前只有在核自

旋系统中实现过。在一般的电子系统中，由于电子还有平动自由度以及自旋－轨道耦合，

所以负温度状态是难于实现的。9

¶下面我们简要讨论一下物质的顺磁性问题。一般说来，物质的磁性是一个十分复杂
而广泛的课题。关于它的讨论足可以轻易地填满一本几百页的专著。10 这里我们只想应

用近独立子系的经典统计理论来分析一下顺磁物质的磁性质，特别是它的磁导率随温度

的变化关系。顺磁性只是物质磁性中的最为简单一种。11显示顺磁性的物质的例子有：离

子晶体（如过渡元素的盐）、磁性分子气体（具有不饱和的电子轨道的原子组成的分子）

9最近的发展可以参考：Braun, S. et al. Science 339, 52–55 (2013).
10例如：Y. Kakehashi, Modern Theory of Magnetism in Metals and Alloys, Springer, 2012
11物质的磁性还包括：逆磁性、铁磁性、反铁磁性、亚铁磁性等等。这些磁性质的物理理论也更

为复杂，我们将在系综理论中对铁磁性的平均场理论做一个初步的讨论，参见本讲义的第 44节中
的讨论。
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等。磁性从本质上讲是一种量子力学
◦ ◦ ◦ ◦

效应，我们所研究的顺磁物质可以看成是近独立的

磁矩所组成的体系。一般来讲，每个微粒的磁矩与其角动量成正比：

µ(i) = gµBJ(i) , (6.67)

其中µ(i)是第 i个粒子的磁矩，µB是玻尔磁子，Ji是该粒子的角动量，g称为 回转因子
• • • •

。

在顺磁物质中，我们可以忽略这些磁性粒子之间的相互作用。当存在一个外加磁场时，每

一个磁矩都分别与外磁场发生磁相互作用。这样就构成了一个近独立子系。如果我们取外

磁场的方向为 z方向，那么第 i个磁矩与外磁场的相互作用的 Zeemann能量为：

εi = −µ(i) ·H = −gµBHJ (i)
z . (6.68)

也就是说，每一个子系的能量正比于它的角动量沿外磁场方向的投影 J
(i)
z 。

现在我们首先讨论最为简单的情形，即每个磁矩的总角动量为 1/2：J = 1/2，这就

构成了一个典型的二能级系统：∆ = gµBH/2。显然，每一个自旋处于能量为 ∆和 −∆

的几率分别为：

P+ =
e−β∆

eβ∆ + e−β∆
,

P− =
eβ∆

eβ∆ + e−β∆
. (6.69)

由于只有两个能级，显然有：P+ + P− = 1。注意到一个自旋处在 +∆态时它对于磁矩的

贡献为 −gµB/2；而它处在 −∆态时它对于磁矩的贡献为 +gµB/2。因此，一个自旋的平

均磁矩就是上面两个值的加权平均：

⟨µz⟩ =
1

2
(gµBP− − gµBP+) =

gµB
2

tanh(β∆) , (6.70)

现在我们将一个粒子的平均磁矩乘以单位体积中的粒子数 n，就得到外磁场下，顺

磁物质中单位体积中的平均磁矩，也就是顺磁物质的磁极化矢量M沿外磁场方向的分量
Mz：

Mz = n⟨µz⟩ =
ngµB
2

tanh
(
gµBH

2kBT

)
. (6.71)

在磁场很弱时，我们可以将上式的右边展开，得到：

Mz =
ng2µ2BH

4kBT
, (6.72)

因此，我们看到，顺磁物质中的磁极化矢量正比于所加的外磁场，它们之间的比例系数就

是磁化率
• • •

χ：

χ =
ng2µ2B
4kBT

. (6.73)
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也就是说，顺磁物质的磁化率与温度成反比。这个定律称为居里定律
• • • •

，它与实验的符合

相当好。即使是具有铁磁性的物质，当温度远高于它的居里温度时，也呈现顺磁性。其磁

化率也可以用居里定律来描述。

¶ 对于一般的 J，按照量子力学，J
(i)
z 只能取 2J + 1 个分立的值，即： J

(i)
z =

−J,−J + 1, · · · , J − 1, J，其中 J 是粒子的总角动量。这时的磁化率的公式为：12

χ =
J(J + 1)ng2µ2B

3kBT
. (6.74)

¶最后，我们顺便说一下，以上的讨论完全可以应用于电偶极矩与外电场相互作用的
情形。类似的，我们可以求出物质的 电极化率

• • • •
，它也与温度成反比。

相关的阅读

这是内容比较庞杂的一章，主要的原因是玻耳兹曼统计的应用范围实在是太广泛了。

当然，在实际的授课过程中，由于与普通物理热学课程的某些内容的重合，关于理想气

体的内容都被略去了（除了热容量的内容以外）。二能级系统与物质顺磁性也是比较“经

典”的内容，它的应用范围也十分广泛。Franz Mohling的书 [11]中对于二能级系统也有
不错的讨论。

12类似于公式 (6.71)，我们也可以得到磁极化强度的表达式，它是用所谓的布里渊函数表达。
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第七章 玻色和费米统计

章

• 量子统计下的热力学公式（ 33）

• 理想玻色气体与玻色爱因斯坦凝聚（ 34）

• 黑体辐射（ 35）

• 固体热容量（ 36）

• 理想费米气体（ 37）

33 热力学公式

面我们推导量子统计下的热力学公式，其推导过程与经典的玻耳兹曼统计下的

推导十分类似。首先，我们引进巨配分函数
• • • • •

Ξ：

Ξ =
∏
l

[1± e−α−βεl ]±ϖl , (7.1)

其中上一行的符号对应于费米子，下一行的符号对应于玻色子。于是，巨配分函数的对数

可以写成：

logΞ = ±
∑
l

ϖl log(1± e−α−βεl) , (7.2)

这样一来，总粒子数 N̄ 可以写成：

N̄ =
∑
l

al = − ∂

∂α
logΞ . (7.3)
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类似的，系统的内能 U 可以写成：

U =
∑
l

εlal = − ∂

∂β
logΞ . (7.4)

外界对系统的、与广义坐标 y对应的广义外力 Y 是：

Y =
∑
l

∂εl
∂y

al = − 1

β

∂

∂y
logΞ . (7.5)

以上式子的一个重要的特例就是系统的压强：

p =
1

β

∂

∂V
logΞ . (7.6)

¶下面我们确定系统的熵的统计表达式。利用上面得到的系统内能和广义力的表达
式，我们得到：

β(dU − Y dy) = d

(
logΞ− α

∂

∂α
logΞ− β

∂

∂β
logΞ

)
− αdN̄ , (7.7)

其中，我们利用了 logΞ作为 α、β和 y的函数的全微分展开式。对于一个闭系，dN̄ = 0，

因此我们有：

β(dU − Y dy) = d

(
logΞ− α

∂

∂α
logΞ− β

∂

∂β
logΞ

)
. (7.8)

与热力学第二定律比较得知：β 也是一个积分因子，从而必定有：

β =
1

kBT
, (7.9)

其中 kB 为一个普适常数，T 为绝对温度。非简并条件下，量子统计要回到经典统计，于

是，以理想气体为例得知 kB 就是玻耳兹曼常数。同时，也得到了熵的表达式：

S = kB

(
logΞ− α

∂

∂α
logΞ− β

∂

∂β
logΞ

)
, (7.10)

其中我们选取了积分常数为零，这样以来，通过 logΞ的定义以及最概然分布的表达式，
可以验证：

S = kB logΩ , (7.11)

也就是说，无论对于费米分布或是玻色分布，玻耳兹曼关系都成立。如果我们的系统是一

个开放系，粒子数目可以变化。与开系的热力学基本方程比较，我们立刻得到：

α = − µ

kBT
, (7.12)

这就给出了拉格朗日乘子 α的物理意义，它是与一个粒子的化学势相联系的。

¶总之，只要计算出量子系统的巨配分函数 Ξ作为 α、β 和 y的函数，就可以完全确

定这个系统的统计热力学性质。在热力学中部分，我们曾经说明了，对应于温度、体积和

化学势的热力学特性函数是所谓的巨势
• •
：J = F − N̄µ = −pV（见第 32页）。现在，我

们又证明了巨配分函数也是相同一组变量的特性函数，所以，我们很自然想到这两者之间

有着简单联系。的确，将上面得到的热力学公式带入，不难验证：

J = −kBT logΞ . (7.13)
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34 理想玻色气体

这一节中我们利用玻色分布来讨论理想玻色气体组成的系统。我们将首先讨论一般的

非相对论性的理想玻色气体，说明可能出现的所谓玻色 -爱因斯坦凝聚现象；然后，我们
再讨论一些具体的例子。比如黑体辐射（光子气体）以及固体比热的理论（声子气体）。

34.1 非相对论性理想玻色气体

¶为了简单起见，这一小节中我们假定组成气体的玻色子的自旋是 0。同时，我们假

定这些玻色子的能量不太高以至于可以利用非相对论来处理。所以每个粒子的能量为：

ε =
p2

2m
, (7.14)

其中 m是玻色子的质量，p是它的平动动量。于是，我们可以写出系统的巨配分函数的
对数的表达式，即公式 (7.2)。同时，只要温度不太低，平动自由度总是可以认为是准连
续的，这时式中的求和可以用积分来代替：

logΞ = −2πV

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0
log(1− e−α−x)x1/2dx . (7.15)

值得注意的是，由于能态密度的式子中的因子 ε1/2，ε = 0能级上的粒子贡献实际上是被

忽略掉了。这在温度不是很低时是可以的，因为这一个能级上的粒子数与总粒子数比是个

小量。如果温度很低，低于某个凝聚温度时，会出现玻色爱因斯坦凝聚，这时会有宏观数

目的粒子凝聚到 ε = 0的态上，于是就必须将这个态单独考虑。我们将在随后的讨论中详

细论述。现在，假定温度仍然高于这个凝聚温度，因此上式就确定了系统的巨配分函数。

对理想玻色子系统而言，它的化学势总是非正的，或者说 α ≥ 0。这可以从玻色

分布的表达式 (5.36)看出。如果 α < 0，那么由于 εl 准连续，一定会存在一个能级使得

eα+βεl ≃ 1，从而使得 al 趋于发散，这与
∑

l al = N 有限矛盾。基于这一观察，我们可以

将上面积分中的对数函数展开：

log(1− e−α− x) = −
∞∑
j=1

e−j(α+x)

j
. (7.16)

将此展开式带入巨配分函数的表达式并逐项积分得到：

logΞ =
V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

e−jα

j5/2
. (7.17)

由于 α > 0，上式中的级数是收敛的。现在我们可以利用热力学公式，计算出所有感兴趣
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的热力学量：

N̄ =
V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

e−jα

j3/2
, (7.18)

U =
3

2
kBT

V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

e−jα

j5/2
, (7.19)

pV = kBT
V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

e−jα

j5/2
=

2U

3V
, (7.20)

S = kB

(
5

2
logΞ +Nα

)
. (7.21)

我们引入一个变量 y，其定义为：

y =
Nh3

V
(2πmkBT )

−3/2 = nλ3T , (7.22)

其中 n = N/V 为玻色气体的数密度而粒子的热波长
• • •

被定义为：

λT =
h

(2πmkBT )1/2
. (7.23)

它基本上就是当粒子的能量为 kBT 时粒子的德布罗意波长。当变量 y ≪ 1时，我们称玻

色子系统是弱简并
• • •

的。根据前面的公式 (7.18)，y的表达式为：

y =

∞∑
j=1

e−jα

j3/2
. (7.24)

显然，上式的右边在 α = 0时有极大值，对于任何正的 α都有：

y ≤ ζ(
3

2
) =

∞∑
j=1

1

j3/2
. (7.25)

当弱简并条件 y ≪ 1成立时（或等价地说 α很大时），我们可以反解出 e−α：

e−α = y − 1

23/2
y2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
y3 −

(
1

8
+

5

83/2
− 5

63/2

)
y4 + · · · . (7.26)

于是，我们可以得到弱简并时的理想玻色气体的状态方程：

pV

NkBT
= 1− 1

25/2
y −

(
2

35/2
− 1

8

)
y2 −

(
3

32
+

5

211/2
+

3

63/2

)
y3 − · · · . (7.27)

我们看到，理想玻色气体的状态方程与经典理想气体的状态方程相比，有着系统的偏差。

上面的式子就是对于气体密度的系统展开。我们发现，这种偏差不是由于力学的相互作用

引起的。我们研究的玻色子气体的粒子之间完全是没有相互作用的。即便如此，玻色气

体的压强也比具有同样温度和密度的经典理想气体的压强要小，仿佛玻色子之间有相互

的吸引似的。由于这种效应的起因完全是由于采取了不同的统计法，因此，我们称之为

统计关联
• • • •

。所以，统计关联使得理想玻色气体表现出一种等效的相互吸引。当然，如果

理想玻色气体的密度非常小，其状态方程也回到经典理想气体的形式。
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34.2 玻色爱因斯坦凝聚

¶下面我们讨论极端强简并的情形，也就是 y 接近于 1或更大时的情况。如果温度

趋于零或密度很大时，按照 y 的定义式 (7.25)，y 的数值是可以任意大的；但是根据公
式 (7.24)，y的数值永远不会大于 ζ(3/2)。造成这个矛盾的根源是由于气体的密度 n与化

学势的关系 (7.18)必须重新考虑。正如我们在推导公式 (7.15)后面所说的，这个公式中忽
略了能量为零的态上的粒子对于系统物理量的贡献。这个近似在温度不太低时是可以的。

但是，当温度降低时，随着温度的降低，系统的（负的）化学势也不断提高；当温度降到

某个临界温度 Tc 时，化学势升到零。如果温度进一步降低，系统中就会有越来越大量的

粒子凝聚到基态上。因此，临界温度可以由化学势等于零决定：

n =
2π

h3
(2πmkBT )

3/2

∫ ∞

0

x1/2dx

ex − 1
, (7.28)

由于上式中的积分就等于 2.612
√
π/2，所以我们得到：

Tc =
2π

(2.612)2/3
~2

mkB
n2/3 . (7.29)

当温度低于这个临界温度时，我们必须将基态与其他态分开处理，基态的贡献就以求和的

形式写出，其他态的贡献仍可以用积分替代。所以，当 T < Tc时，我们有：

n0(T ) +
2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε1/2dε

e
ε

kBT − 1
= n , (7.30)

其中 n0(T )是基态上的数密度，第二项是其他态上的数密度。由于温度小于临界温度，我

们可以认为 µ = 0。于是，简单的计算给出：

n0(T ) = n

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

. (7.31)

这就是基态上粒子数密度随温度的变化关系。由此可见，当温度 T 接近 Tc 时，基态数密

度几乎是零；随温度降低，基态数密度也增加，直到零温时，所有粒子都凝聚到基态上。

这是符合物理图象的，因为没有任何理由阻止多个玻色子占据同一个量子态。这个现象是

爱因斯坦首先提出的，因此被称为玻色 -爱因斯坦凝聚（Bose-Einstein Condensation）。

系统其他的物理量也可以类似求出，所注意的只是将基态的贡献与其他态的贡献分

开考虑。例如对于系统的内能，基态的能量为零对内能没有贡献，其他态我们可以用积分

求出，同时将化学势设为零。于是我们得到当温度低于临界温度时系统的内能为：

U = 0.770NkBT

(
T

Tc

)3/2

. (7.32)

所以，热容量为：

CV = 1.925NkB

(
T

Tc

)3/2

. (7.33)
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也就是说，当温度在临界温度以下时，系统的热容量与 T 3/2 成正比。实际上可以证明，

在这个相变中，系统的热容量是连续的。但是，热容量对于温度的导数在临界温度左右不

相等，有一个跃变。因此按照 Ehrenfest的定义，这是一个三级相变。

¶虽然在理论上，爱因斯坦早就提出了出现这样的相变的可能性，但在实验上要验证
它却十分困难。首先，这需要相当低的温度。人们曾在液氦的超流相变处发现了类似的行

为。但后来发现，液氦的超流相变并不是玻色爱因斯坦凝聚。液氦的超流性是由于氦原子

之间的相互作用引起的。而且，其特性是一个二级相变。所以，实验上的困难就在于试图

寻找一个系统，它的相变的起因完全是由于统计关联而不是力学上的相互作用引起的。这

件事情一直到前几年才得到解决。利用激光冷却原子和磁约束的技术，人们真正在实验上

发现了玻色爱因斯坦凝聚现象，与此同时，也产生了许多新的诺贝尔奖获得者。

35 黑体辐射

在热力学中就可以证明辐射场的能量密度与温度的四次方成正比（Stefan-Boltzmann
定律），这里我们将利用统计物理的方法来讨论平衡的辐射场问题。这个问题可以从两个

不同的角度来处理，所得到的结果是完全一致的。第一个方法是运用简正模式的方法；第

二个则是运用光子气体的观点。

¶我们首先来看第一个方法。我们将空窖中的电磁场展开成一系列简正振动的叠加，
这些简正模式正是平面波。每一个平面波由它的波矢 k以及偏振方向 s描述，k的方向代
表了平面波的传播方向，而波矢的大小 k与电磁波的圆频率 ω的关系为：

ωk = ck , (7.34)

其中 c为真空中的光速。在空窖中，波矢 k的分量是量子化的。当然，如果空窖的尺度 L

很大，波矢实际上是准连续的。为简单起见，我们假定空窖是一个立方体，其边长为 L1，

那么，我们有：

k =
2π

L
n , (7.35)

其中 n是一个分量取整数的矢量。对于一个给定的波矢 k，电磁波可以有 两个
◦ ◦

独立的偏

振方向。由于 k可以取无穷多个值，所以空窖中的辐射场是一个具有无穷多自由度（每个
自由度由一个固定的 k和确定的偏振方向 s描写）的力学体系。利用简正模式（或者说平

面波展开）的好处是，这些简正模式在统计上是相互独立的，没有相互作用。因此，黑体

辐射体系可以看成是由不同的 (k, s)所标记的简正模构成的近独立子系。每一个模式都是
一个简谐振子，这些简谐振子量子化以后，电磁场体系的总能量可以写成：

E =
∑
k,s

εk,s ≡
∑
k,s

(nk,s + 1/2) ~ωk . (7.36)

1实际上，如果运用更为复杂的边界，并不会影响我们得到的结论。
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其中 nk,s 对应于振动模式 (k, s)的振子的量子数。值得注意的是，对于一个由 (k, s)所描
写的简正模，它的圆频率只与波矢 k的大小有关（公式 7.34），与波矢的方向、偏振 s等

无关。

按照这种逻辑，对于一个给定的模式 (k, s)，其子系配分函数 zk,s为：

zk,s =

∞∑
nk,s=0

e−β(nk,s+1/2)~ωs(k) =
e−β~ωs(k)/2

1− e−β~ωs(k)
, (7.37)

因此，系统的总能量可以写成各个简正模式的贡献之和：

U =
∑
k,s

− ∂

∂β
log zk,s . (7.38)

对于偏振 s的求和只是贡献一个因子 2，同时利用在空窖中，波矢的大小在 k到 k+ dk中

的简正振动的个数： 8πV k2dk/(2π)3 = V
π2c3

ω2dω，我们得到空窖中圆频率 dω 范围内的

辐射场能量 U(ω, T )dω为：2

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3

e
~ω

kBT − 1
dω , (7.39)

这就是著名的普朗克黑体辐射公式
• • • • • •

。对圆频率积分就得到热力学中的能量密度的结果。

¶下面我们用另一种观点来讨论这个问题。我们不从简正模式本身出发，而是从简正
模式的激发 –光子 –的角度出发来研究黑体辐射。辐射场的振动模式的变化可以看成是不
断地吸收或放出光子的过程。所谓黑体辐射就是这些光子组成的气体体系。由于光子可以

自由地被产生和吸收，我们研究光子气体时，将不再有光子数守恒的条件，因此，我们将

只能引进一个拉格朗日乘子 β，对应于能量守恒。光子的能量 ε，动量 p与辐射场的圆频
率 ω和波矢 k的关系是：

p = ~k , ε = ~ω = cp , (7.40)

也就是说，光子是零质量的粒子，它永远以光速运动。另一方面光子是玻色子，由于只引

进了一个拉格朗日乘子 β，光子的分布为：

al =
ϖl

eβεl − 1
. (7.41)

接下来，我们只要求出光子的态密度就可以了。光子的自旋是 1，但是它的自旋沿其运动

方向的分量只能取 ±1两个值。于是，简单的计算发现，空窖中在 ω到 ω + dω之间的光

子的量子态个数为： V
π2c3

ω2dω，于是，我们马上得到在相应频率范围内的辐射场能量的

普朗克公式：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3

e
~ω

kBT − 1
dω , (7.42)

2实际上，还有一项对应于各个简正模式的零点能的贡献被扔掉了。这一项与温度无关，不参与

任何物理量的贡献。它只是影响能量的零点的选取（这一项积分后实际上是发散的）。
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这就是普朗克在 1900年发表的关于辐射场能量密度随频率分布的内插公式。它在当时几
乎完美地拟合了高频和低频的实验曲线。随后，爱因斯坦等人认真地考虑了普朗克提出的

能量量子化的方案，从此，人类开始逐步走出经典物理的藩篱，步入量子的微观世界。

¶在高频极限（~ω/(kBT ) ≫ 1）下，普朗克公式变为：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω3e

− ~ω
kBT dω , (7.43)

这正是Wien在 1896年提出的经验公式，称为 Wien公式。它说明，在高频区域辐射场
的能量随频率的分布指数地趋于零。这从量子的观点是很好理解的。在高频区域，高频光

子的能量远远大于热激发的能量 kBT，因此产生这样的光子的几率非常小。所以，这类

高能光子对于辐射场的能量是没有贡献的，这正象气体分子的高振动能级被冻结，对热容

量没有贡献一样。

在低频极限（~ω/(kBT ) ≪ 1）下，我们得到：

U(ω, T )dω =
V

π2c3
~ω2kBTdω , (7.44)

所以辐射场的能量随频率的分布正比于 kBT，而且比例系数正是在这个频率范围内的振

动模式个数。也就是说，这实际上是 能均分定理
• • • • •

的结果，它是 Rayleigh和 Jeans首先提

出的，被称为 Rayleigh-Jeans公式。这个公式在低频区也被实验所证实。

¶我们可以将普朗克公式对频率积分，得到辐射场的总能量：

U =
π2k4B
15c3~3

V T 4 . (7.45)

即辐射场的能量密度与温度的四次方呈正比，而且其比例系数可以用自然界的基本常数

来表示。这是第 10节的纯热力学理论所无法预言的。著名的 Stefan-Boltzmann定律告诉
我们，黑体辐射的能流辐射强度为：J = c

4
U
V = σT 4，其中的 Stefan常数 σ可以用自然界

其他基本常数表达为：

σ =
π2k4B
60c2~3

. (7.46)

具体的数值计算得到的 σ 的数值与实验上观测到的高度吻合。很显然，如果将能均分定

理（或者说 Rayleigh-Jeans）的结果 (7.44)对圆频率积分，将得到发散的结果。这一点被
P. Ehrenfest称为紫外灾难

• • • •
，它说明对于辐射场应用经典统计将得到荒谬的结果。其实

Rayleigh和 Jeans本人都并没有认为经典统计的结果可以应用于辐射场。但不可否认的是，
Ehrenfest的论证使得更多的人相信：经典统计的确已经不能应用在辐射场这样的对象上
了。经典的物理理论必须变革，代之以全新的量子理论。

¶黑体辐射的普朗克公式的最为完美的验证并不是来自地球上的任何一个实验室，而
是来自WMAP卫星关于宇宙微波背景辐射的观测。宇宙微波背景辐射，或者称为 CMB
（Cosmic Microwave Background），可能是迄今为止宇宙大爆炸的最直接的证据。大约在
大爆炸发生后 30万年左右，宇宙冷却到原子可以稳定的存在，这时原先与自由电子剧烈

100
刘川



热力学统计物理

反应的光子几乎可以自由地穿过宇宙空间而不被散射。也就是说，这时起宇宙开始变得

“透明”。这个透明的宇宙中的光子气开始可以用自由光子气体（或者说黑体辐射）来描

述。随着宇宙的继续膨胀，到现在这个温度已经降低到大约 2.7K。来自卫星的辐射谱与

普朗克的黑体辐射公式惊人地
◦ ◦ ◦

相符。其符合程度足以将温度准确测定到 4位有效数字。

这远远超过了任何人工实验室中能达到的程度。

36 固体的热容量

¶在 30节中，我们已经提到了将经典能均分定理应用于固体热容量的结果，这就是
杜隆 -珀替定律，它告诉我们，固体的摩尔热容量是一个常数 3R。实际固体的热容量在

高温时都满足这个定律，但在低温时，几乎都不满足这个定律。造成这个定律被违反的因

素依然是量子效应。

7.1 历史上，爱因斯坦是首先研究固体热容量的量子理论的人。他的工作首先是

在光量子方面（1905年），提出了光是量子化的观念，解释了光电效应。随后一年，也就
是 1906年，爱因斯坦提出了他的固体热容量的量子理论，第一次解释了固体热容量在低
温时为什么会偏离经典的能均分定理（或杜隆 -珀替定律）的预言。这个工作的伟大性就
在于它诞生于量子论的初期，远早于量子力学的诞生（1925年），甚至远早于玻尔的原子
模型的诞生（1916年）。1906年，量子理论还处于它的萌芽期。多数人都对量子理论抱
悲观和怀疑的态度。实际上，就连提出量子论的普朗克当时都对于量子论抱悲观态度。普

朗克非常欣赏爱因斯坦的狭义相对论，并且是狭义相对论的积极支持者。但他对于爱因斯

坦在量子论方面的尝试非常悲观。直到 1913年，他还认为爱因斯坦发展量子理论是爱因
斯坦的一个“失误”。由此可以看出在量子论的萌芽期的发展是多么艰难。这也从一个侧

面反映了爱因斯坦的固体热容量的量子理论的伟大意义。爱因斯坦的固体热容量量子理

论是当时人们所知道的寥寥无几的量子理论之一。

爱因斯坦假设固体中的原子的振动的 3N 个简正模式的振动频率都相等，将其圆频率

记为 ω。这些振子的能量为：

εn =

(
n+

1

2

)
~ω . (7.47)

由于原子只是做小振动，它们是定域的、可分辨的。于是，振子的子系配分函数可以写

为：

z =
∞∑
n=0

e−β~ω(n+1/2) =
e−

β~ω
2

1− e−β~ω . (7.48)

因此固体的内能为：

U = −3N
∂

∂β
log z = 3N

~ω
2

+
3N~ω
eβ~ω − 1

. (7.49)

于是我们计算出固体的热容量为：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= 3NkB

(
~ω
kBT

)2 eβ~ω

(eβ~ω − 1)2
. (7.50)
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我们看到，当温度足够高时，即 θE ≡ (~ω/kB) ≪ T 时，爱因斯坦理论预言的固体热容量

趋于常数 3NkB，与杜隆 -珀替定律一致；反之，当温度很低时，T ≪ θE，爱因斯坦理论

预言的固体热容量指数地趋于零。在图 7.1中，我们示意性地画出了爱因斯坦理论中的固
体热容量随温度的变化。实验上，固体热容量的确随温度趋于零而趋于零，但是并不象爱

图 7.1: 爱因斯坦关于固体热容量的量子理论的预言。当温度很高时，它回到经典的杜隆 -珀替定
律；当温度低时，它指数地趋于零。这是人类关于固体热容量的第一个量子理论。

因斯坦理论预言的这么快，而是按照温度的幂次趋于零。造成这种不一致的原因是因为爱

因斯坦假设固体中的原子的振动的频率都相同。这是一个过于简化的假设。实际上固体振

动的频率是有一个连续分布的。德拜（Debye）理论正是对于这一点进行了改进。但考虑
到爱因斯坦理论是人类历史上早期的几个量子理论之一，它仍然具有十分重要的意义，其

意义远远超出了仅仅解释固体的低温热容量这一个范畴。

¶ 爱因斯坦引入量子化的概念从而定性地解释了固体热容量在低温时趋于
零地事实，尽管定量上并不十分成功。真正的定量上比较成功的理论是由德拜

（Peter Joseph William Debye）完成的，不过那又是爱因斯坦提出固体热容量理论六年以后
（1912年）的事情了。

7.2 德拜（Peter Joseph William Debye），荷兰物理学家、化学家，后来加入美国
籍。1884年生于荷兰的Mastricht，后来在 Aachen工业大学学习深造并获得电机工程师。
1906年随导师 Sommerfeld去慕尼黑大学并在那里获博士（1908年）。1911年接替爱因斯
坦任苏黎士大学理论物理教授。后来又在德国、荷兰等多所大学任教。1934年，Debye创
立了Max Planck物理研究所。由于不肯加入德国籍与纳粹不合，1940年去美国任 Cornell
大学化学系主任，后入美国籍。1966年病逝。德拜的贡献不仅仅在固体热容量方面，他
还对于 X射线衍射学、低温物理（他最先提出绝热去磁冷却的方法并获得 1K 以下的低

温）、分子极化、溶液理论等方面都做出了卓越贡献。他因此获得了 1936年的诺贝尔化
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学奖。

当时，德拜刚刚接替爱因斯坦任苏黎士大学理论物理教授，便开始研究如何改进爱因

斯坦的固体热容量理论。他首先注意到，固体中的振动实际上与固体中的声波相对应，因

此，振动的频率与波长是相互联系的。所以，固体振动的频率也不是一个固定的常数，而

是随波长（或者说波矢量的大小）有一个分布。当我们将固体中的声波量子化以后，我们

可以讨论激发的量子，它们被称为声子；就象在黑体辐射中我们可以讨论光子一样。于

是，振动对于热容量的贡献可以等价的变为讨论声子气体的热容量问题。声子也是玻色

子，它的数目也是不守恒的，所以一切的讨论都和我们上一节中光子气体的讨论一样。唯

一的不同在以下几个方面：首先，声子的能谱和偏振与光子不同。对应于一个给定的波矢

k，三维固体中的声波可以有三个不同的偏振方向。两个横偏振和一个纵偏振。这两个不
同偏振的声波在固体中的传播速度不同：

ω = clk , ω = ctk , (7.51)

其中 cl 和 ct分别是固体中的纵声波声速和横声波声速。
3一般说来，cl > ct，即纵波比横

波要快。所以，在圆频率 ω到 ω + dω之间声子（包括横声子和纵声子）的总量子态数目

是：

g(ω)dω =
V

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
ω2dω , (7.52)

这个数目也就是频率处在 ω到 ω + dω之间的固体的简谐振动的简正模式数。与黑体辐射

不同的是，与固体所对应的总振动自由度数目不是无穷大，而应当等于三维固体的总的振

动自由度的数目：3N，其中 N 是构成固体的原子的数目。所以我们必须有：∫ ωD

0
g(ω)dω = 3N , (7.53)

其中 ωD 是一个截止频率，称为 德拜截止频率
• • • • • •

。

于是，固体的内能可以写成：

U = U0 +

∫ ωD

0
g(ω)

~ω

e
~ω

kBT − 1
dω (7.54)

现在我们引入无量纲变量：

y =
~ω
kBT

, x =
~ωD

kBT
≡ θD

T
, (7.55)

式中的 θD 称为固体的德拜温度，它的数值必须由理论预言与实验相拟合得到。再引

入德拜函数
• • • •

D(x)：

D(x) =
3

x3

∫ x

0

y3dy

ey − 1
. (7.56)

3固体中的声速可以通过固体的弹性模量和密度计算出来。例如：cl =
√
E/ρ，其中 E 是固体

的杨氏模量，ρ是固体的密度。
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于是，固体的内能可以写成：

U = U0 + 3NkBTD(x) . (7.57)

当温度很高时，T ≫ θD 或者说 x ≪ 1，我们发现 D(x) ∼ 1。所以，当温度很高时，

固体的内能以及热容量就回到经典的杜隆 -珀替定律的结果，即：

U = U0 + 3NkBT , CV = 3NkB . (7.58)

在另一个极限下，也就是说温度很低时，x ≫ 1，我们可以将德拜函数定义中的积分上限

移到无穷大，D(x) ∼ (π4/(5x3))。所以我们得到：

U = U0 + 3NkB
π4

5

T 4

θ3D
, CV = 3NkB

4π4

5

(
T

θD

)3

, (7.59)

这就是著名的德拜 T 3律。这个预言对于非金属固体非常好的与实验符合。金属固体的

热容量在 3K 以上时，也符合得很好，当温度进一步降低时，由于传导电子的贡献变得更

重要（见下节），所以晶格振动的热容量不能完全解释固体的热容量，必须要加上传导电

子的贡献。

最后需要说明的是，德拜理论仍然是对于固体中声子能谱的一种简化近似，它在长波

极限时可以很好地与实验吻合。但是对于波长较短的固体振动，并不能很好地描述。这方

面，可以采用更为复杂的理论模型的计算。另外，在实验上，也可以通过中子散射实验来

测定固体中声子的能谱。这些都是固体物理中较为专门的课题，有兴趣的读者可以参考相

关书籍。

37 理想费米气体

这一节中我们讨论理想费米气体的性质。我们将首先讨论弱简并的理想费米气体，虽

然这并没有什么实际的物理系统相对应，但它有助于揭示由于统计所带来的关联；然后我

们讨论强简并的费米气体。我们会论证，多数金属中的电子气在常温下可以近似地看成是

强简并的理想费米气体。

37.1 弱简并的理想费米气体

¶与讨论玻色气体的情形类似，我们假定构成理想费米气体粒子是非相对论性的，同
时，我们假定 e−α ≪ 1的情形（这称为弱简并）。我们感兴趣的巨配分函数的对数为：

logΞ =
2π(2S + 1)V

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0
log(1 + e−α−x)x1/2dx . (7.60)
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由于是弱简并，我们可以将对数函数展开成级数并逐项积分得到：

logΞ =
(2S + 1)V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

(−)j−1 e
−jα

j5/2
, (7.61)

N̄ =
(2S + 1)V

h3
(2πmkBT )

3/2
∞∑
j=1

(−)j−1 e
−jα

j3/2
, (7.62)

U = − ∂

∂β
logΞ =

3

2
kBT logΞ , (7.63)

p =
1

β

∂

∂V
logΞ =

2U

3V
(7.64)

S = kB

(
5

2
logΞ + N̄α

)
. (7.65)

类似于理想玻色气体的情形，我们引进变量 y：

y =
N̄h3

(2S + 1)V (2πmkBT )3/2
, (7.66)

于是，当 y很小时，我们可以解出：

e−α = y +
1

23/2
y2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
y3 +

(
1

8
+

5

83/2
− 5

63/2

)
y4 + · · · , (7.67)

并带入热力学公式 (7.61)得到：

pV

NkBT
=

2U

3NkBT
=

logΞ
N

= 1 +
1

25/2
y −

(
2

35/2
− 1

8

)
y2 +

(
3

32
+

5

211/2
+

3

63/2

)
y3 − · · · . (7.68)

注意，这个公式与玻色子的相应公式 (7.27)极为类似，只要将 y的符号换一下就可以从一

个公式得到另一个。与玻色子类似，我们再一次看到了统计关联
• • • •

现象：理想费米气体的

压强，比具有同样温度和密度的经典气体的压强要大，仿佛理想费米气体分子之间有一个

等效的排斥作用，这种作用实际上是由泡利不相容原理来的。

真实世界中弱简并的理想费米气体的例子并不多，也许在宇宙早期温度很高时的电

子气体可以近似看成是弱简并的理想费米气体。我们日常见到的，例如所有金属在常温时

的情况，实际上都可以近似地看成强简并的理想费米气体。

37.2 强简并的理想费米气体

¶简单的数量级估计就可以发现，在常温以下的多数金属中的自由电子都是强简并
的。例如，如果我们利用上一节中的 y的定义，我们不难估计出：y ∼ 107/T 3/2，其中温

度 T 以K 为单位，并且我们利用了典型的金属的密度。于是，当温度大约是 300K 时，y
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的数值大约是 3400，远远大于 1。所以，在一般温度下，金属中的自由电子必须看成是强

简并的费米气体来处理。作为一个初步的近似，我们忽略电子与晶格的相互作用以及电

子之间的相互作用，把这些传导电子作为强简并理想费米气体来处理。这个工作首先是

Sommerfeld完成的。他利用量子统计的费米分布，首先讨论了金属中的自由电子的物理
性质，相当完美地对金属的多种性质给出了合理的解释。

7.3 Sommerfeld主要解释了当时的金属理论（称为 Drude模型）与实验上的矛
盾。Drude模型是一个基于经典统计的自由电子气体模型。按照这个模型，金属的电
导率 σ、热导率 κ满足一个简单的关系：κ/(σT ) = 2k2B/e

2，其中 e为电子电荷。这个

定律被很多实验所证实，被称为Wiedemann-Franz定律，而数 κ/(σT )被称为洛伦兹数
• • • •

（Lorenz number）。但唯一的遗憾是，实验上测出的比值要比 Drude模型预言的大 50%左
右。Sommerfeld首先运用费米分布研究了这个问题，他证明经典的 Drude模型的预言是
错误的，比例系数应当是：κ/(σT ) = π2k2B/(3e

2)，恰好比原先的结果大约大 50%。由于
电导率 σ和热导率 κ的推导要用到非平衡态统计的理论，我们将在后面（参见第九章的

第 49.4小节末尾）讨论这一重要结果。

如果温度为零，那么费米分布随能量的依赖关系十分简单，就是一个阶梯函数。具体

的说，当能量小于化学势时，所有的量子态上的粒子数为 1，而当能量大于化学势时，所

图 7.2: 低温时费米分布函数随能量的变化。在能量远离化学势时，分布函数仍然接近于阶梯函
数；在化学势附近 kBT 的范围内，分布函数由 1变为 0。

有的量子态上的粒子数为 0。当温度比较低时，费米分布的分布函数基本上类似于一个阶

梯函数。只是在 |ε− µ| ∼ kBT 的范围内分布函数从 1变为 0，参见图 7.2。

首先研究一下零温的情形是很有帮助的。在零温时，所有能量低于化学势的系统的量
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子态都被填充。所以，零温时的化学势 µ0与系统的粒子数有简单的关系：

N =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)3/2ε1/2dε , (7.69)

将上式积分出来，我们就得到了零温时的化学势 µ0：

µ0 ≡ εF =
~2

2m

(
3π2n

)2/3
=

~2k2F
2m

, (7.70)

其中，我们引进了符号 εF，称为 费米能量
• • • •

，来表示零温时的化学势，式中 n = N/V 代

表电子的数密度。我们还定义了费米波矢
• • • •

kF = (3π2n)1/3。零温时，理想费米气体的能

量为：

U =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)3/2ε3/2dε =

3

5
NεF . (7.71)

如果我们将典型的金属中的自由电子的数密度、电子质量等常数带入，不难估计出零温时

金属中电子的费米能量的数量级。我们再次发现：即使在常温时，ε/(kBT ) ∼ 300，这说

明，常温时的热激发能量远小于费米能量，所以系统是强简并的。

¶下面我们讨论温度不为零的情形。如前所说，我们将讨论温度不太高的情形，也就
是说仍然有： εF ≫ kBT。这时，我们可以做一个低温展开。系统的粒子数和能量可以写

成：

N =
4πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε1/2dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (7.72)

U =
4πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε3/2dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (7.73)

我们发现，无论是粒子数还是能量都可以写成下述的积分形式：

I =

∫ ∞

0

η(ε)dε

e
ε−µ
kBT + 1

, (7.74)

其中对于粒子数和能量，函数 η(ε)分别为 cε1/2以及 cε3/2，而 c = (4πV /h3)(2m)3/2是一

个常数。可以证明，积分 (7.74)在低温时，具有下列的展开式：

I =

∫ µ

0
η(ε)dε+

π2

6
(kBT )

2η′(ε) + · · · . (7.75)

这被称为 Sommerfeld展开。于是，我们就得到粒子数和能量的表达式：

N =
2

3
cµ3/2

[
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2
]

, (7.76)

U =
2

5
cµ5/2

[
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2
]

. (7.77)

刘川
107



热力学统计物理

上面的第一个式子给出了温度不为零时的化学势，将常数 c的数值带入，我们得到：

µ = µ0

[
1− π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

. (7.78)

将此式带入能量的表达式，我们得到：

U =
3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

. (7.79)

这个式子的一个重要的结果就是传导电子对于金属热容量的贡献：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= NkB
π2

2

(
kBT

µ0

)
, (7.80)

即传导电子的热容量与温度成正比。由于在常温下 kBT << µ0，所以在常温下传导电子

的热容量的贡献比起离子振动的热容量要小很多，可以忽略。但是在低温时，按照德拜理

论，离子振动的热容量随 T 3趋于零，而传导电子的热容量仅仅按照 T 趋于零。所以在足

够低的温度时（对于多数金属这个温度大约是几个开尔文），传导电子的热容量开始变得

重要了。公式 (7.80)与经典的结果的区别是十分显著的。按照经典统计的结果，自由电子
也要参与能均分。所以，传导电子对于金属热容量的贡献应当数量级为 NkB。但是实际

上在实验上往往金属的热容量在常温时很好地符合杜隆－珀替定律，根本看不到传导电

子的贡献。金属热容量几乎完全由离子振动给出。这在经典的玻耳兹曼统计中是无法解释

的。Sommerfeld首先运用量子的费米分布，解释了这个现象的原因。按照费米分布，并
不是所有的电子都可以被热激发的。如果温度不够高，远小于费米能量时，只有在费米能

量附近，kBT/µ0 比例的那“一小撮”电子可以被热激发从而参与能均分。其余的电子都

被深深地埋在费米能量以下。在那里，所有量子态都被占据，因此，泡利不相容原理阻止

了这些电子进行任何跃迁。所以，对于金属热容量有贡献的只是那“一小撮”电子，从而

传导电子的热容量数量级应当是 NkB(kBT/µ0)。

相关的阅读

我们这里对于量子统计的讨论仅仅限于近独立的系统。近年来随着玻色－爱因斯坦

凝聚的实验进展，对于理想玻色气体的讨论显然是十分有意义的。对于费米气体的讨论，

特别是强兼并费米气体的讨论，我们仅仅讨论了金属中的电子气体。其实它的应用还有很

多，例如天体物理中的白矮星、中子星的问题等等，有兴趣的读者可以参考 [11]。
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第八章 系综理论

章

• 统计系综的概念（ 38）

• 微正则系综（ 39）

• 正则系综与巨正则系综（ 40）

• 热力学公式（ 42）

• 涨落的准热力学理论（ 43）

• 自旋模型及其相变（ 44）

• 非理性气体的状态方程（ 45）

面已经提到，系综理论的建立标志着分子运动论向统计物理的过渡。它是统计物

理的普遍理论，不仅适用于无相互作用的近独立子系，而且可以用来研究有相

互作用的系统。在系综理论建立的初期，人们总是试图从纯力学的原理出发来导出统计物

理的系综理论。后来人们发现这种做法实际上是一种误导，统计物理的系综理论应当是以

统计物理的基本原理 –而不是纯力学的原理 –为基础的。系综理论首先是玻耳兹曼、吉布
斯等人在经典力学范畴内提出的。后来逐渐被完善并可以与量子力学相兼容。我们这个课

程将主要涉及经典的统计系综理论。
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38 系综理论的基本概念

¶在经典力学的范畴内，一个由 N 个全同粒子组成的、有相互作用的经典系统的自

由度数目 f = Nr，其中 r是一个粒子的自由度数目。这样一个经典系统在任意时刻的运

动状态可以由该时刻的 f 个广义坐标 q1, · · · , qf，以及与之共轭的广义动量 p1, · · · , pf 来
描述。以 q1, · · · , qf ; p1, · · · , pf 这 2f 个变量为坐标可以构成一个 2f 维的空间，我们称之

为系统的 相空间
• • •

1或 Γ空间
• • •

。系统任意时刻的运动状态可以用相空间中的一个点来描

述，这称为系统运动状态的代表点
• • •

。当系统运动状态随时间发生改变时，其代表点就在

相空间中随时间变化从而划出一条轨道，我们称之为系统的 相轨道
• • •

。

在经典力学中，系统的运动遵从经典的哈密顿正则方程：

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (i = 1, 2, · · · , f) . (8.1)

在给定初始条件下，哈密顿方程就确定了系统的相轨道。在运动过程中，系统的哈密顿量

H(q, p)是一个守恒量：2

H(q, p) = E , (8.2)

其中 E为系统的总能量。这个方程在系统的相空间中确定了一个曲面（这是一个 (2f − 1)

维的超曲面），称为相空间中的能量曲面
• • • •

。如果能量守恒，系统的相轨道将始终处于能

量曲面上。如果系统的能量不是严格守恒，而是在 E 到 E +∆E 之间，那么系统的相轨

道将处在：

E ≤ H(q, p) ≤ E +∆E , (8.3)

所确定的能壳
• •

之内。一般说来，系统有可能还有其他的守恒量，例如平动动量、角动量

等等。但是如果我们取特殊的参照系，比如取没有整体平移和转动的系统，同时，忽略掉

出现偶然简并的可能性，那么唯一的守恒量就是系统的总能量。所以，系统的能量在统计

物理中起特别重要的作用。

¶当我们测量一个宏观系统的某个宏观物理量时，这个测量一般会持续一段时间，比
如说： t0 < t < t0 + τ，其中 τ 是一个宏观短而微观长的时间间隔。3所谓宏观短

◦ ◦ ◦
，是指

在这个时间间隔内，系统的宏观物理量还没有发生任何可观测的变化；所谓微观长
◦ ◦ ◦

，是

说从微观角度看，在该时间间隔内，系统的微观运动状态已经发生了很大的变化。从系统

1有的书中称之为 相宇
• •

。

2为了使符号尽量简化，我们将用 q 和 p来分别代替 q1, · · · , qf 和 p1, · · · , pf。所以，系统的哈
密顿量 H(q1, · · · , qf ; p1, · · · , pf )就简记为 H(q, p)。

3这些概念是麦克斯韦和玻耳兹曼等人首先提出的。玻耳兹曼是统计物理的创始人之一。他的观

点一直是从纯力学的概念出发来推导统计物理的结论，他还首先提出了各态历经假设和微正则系

综。
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相空间的角度看，系统的代表点已经在相空间中移动了相当一段。如果我们要测量的宏观

物理量的微观对应为 B(q, p)，玻耳兹曼认为我们测量的宏观量的测量值实际上是这一段

时间中的一个平均值：

B̄(t0) =
1

τ

∫ t0+τ

t0

dtB(q(t), p(t)) . (8.4)

这个表达式虽然物理意义十分明确，但是实际上并不能给出任何有意义的结论。原因就在

于我们往往无法得到一个宏观系统的相轨道的明确表达式，所以上面的这个式子实际上

只是停留在定义的层面，不可能进行真实的计算。到这里，我们仅仅利用了系统的力学性

质，由于宏观系统的复杂性，我们很难继续对它的宏观物理量进行任何计算。于是，玻耳

兹曼就此引入统计物理的一个基本假设。这个假设有多种引入的方法。其中最为简单的

一种就是所谓的各态历经假设
• • • • • •

（Ergodic Hypothesis）。这个假设是：在足够长的时间内，

系统的代表点将会在系统的能量曲面上的各个区域停留相同的时间。很显然，如果各态

历经假设成立，那么我们可以定义系统的代表点在系统能量曲面上各点出现的概率密度

ρ(q, p, t)，它的物理意义是： ρ(q, p, t)dqdp代表在时刻 t，相空间中的点 (q, p)附近的相体

积元 dqdp内系统代表点出现的概率。那么，我们有：

B̄(t0) =

∫
dqdpρ(q, p, t0)B(q, p) , (8.5)

其中对于能量严格守恒的孤立系而言：

ρ(q, p, t) = Cδ(H(q, p)− E) , (8.6)

也就是说，概率密度在能量曲面以外是零；在能量曲面上是一个常数。注意，这一点与我

们前面提到的等概率原理是完全一致的。

¶象公式 (8.5)这样的平均值被称为系综平均
• • • •

。当我们在说系统的代表点在相空间出

现的概率时，我们实际上已经不是在考虑一个
◦ ◦

宏观系统了，而实际上是在考虑大量的、

具有同样宏观性质的系统的集合。这种具有相同宏观性质的系统的集合就称为 系综
• •
，它

也可以看成是一个系统在不同时刻的代表点的集合。用概率统计的语言来说，从这样大量

的系统样本中取样，就可以确定系统代表点出现的概率。正如我们前面说到的，如果各态

历经假设成立，那么系统物理量的时间平均值与其系综平均值是等价的。这就是为什么在

统计物理发展的初期，许多的物理学家和数学家都致力于各态历经理论的研究，他们试图

证明各态历经假设4从而将统计物理放在纯力学的基础之上。但是研究的结果却与人们的

4我们这里仅仅提出了著名的各态历经假设。实际上，各态历经假设是统计物理假设中比较强的

一个。还存在一些比较弱的假设，例如所谓的混和假设
• • • •

。这个假设是说：如果在能量曲面上的一

个紧致的点集，经过运动方程的演化，该点集会弥撒于整个能量曲面的各个部分，但总体积并不

变化。形象的说，就像是在面团上撒上一点糖，然后运动方程就像揉面过程一样，经过一段时间，

起初撒的糖便弥撒到整个面团了。从现代力学的观点看，这说明系统的运动是混沌的。这种混沌

性往往是由力学系统的非线性效应引起的。
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初衷并不一致。人们发现了一些可以严格证明各态历经的系统，同时也发现了一些不各态

历经的系统。最糟糕的是，能够完成的严格证明往往是一些极为简化的系统，这与统计物

理所要研究的复杂宏观系统形成了鲜明的对照。另一方面，如果暂且不管统计物理的纯力

学基础问题，利用统计物理理论人们可以得到十分丰富的物理结果，这些结果被大量的物

理实验所证实。逐渐地，另一种观念开始占了上风。这就是以吉布斯为代表的观点。这

种观点认为：既然从纯力学的角度出发来建立统计物理是很困难的，不引入假设几乎是

不可能的，我们不如承认，统计物理有它自身特殊的规律；这种规律是独立于力学规律

的统计规律。具体地说，吉布斯从一开始就假设系统的宏观物理量是相应的微观物理量

的系综平均值
• • • • •

。也就是说，吉布斯假设，统计物理的出发点就是公式 (8.5)，而统计物理

的主要任务就是确定系综的概率分布 ρ(q, p, t)。这是一种完全不同于玻耳兹曼的观念，它

完全摆脱了统计物理中形而上的因素，或者说隐去了对于纯力学的过度依赖。统计物理的

正确性将由大量的实验来验证。当然，这并不是说研究各态历经理论是完全没有意义的。

实际上，这个领域近年来还相当活跃。它的研究将有助于澄清统计物理的许多基础问题，

这显然是重要的。做为这个课程，我们的重点将放在统计物理本身的理论和应用上，我们

将不会过多地讨论统计物理的基础问题，有兴趣的同学可以参考相应的书籍和文章。

39 微正则系综

¶考虑一个孤立系所对应的系综，当系统达到平衡时一切宏观物理量都不依赖于时
间，所以概率分布密度一定也是与时间无关的。系统的能量是守恒的，所以系统的代表点

一定在其能量曲面上。即便如此，系统所能够取的微观态还是大量的。按照等概率原理，

所有这些态都是等概率地出现的，其概率分布密度如式 (8.6)给出。有时为了方便，我们
假设系统的能量存在于一个小的能量区间内，这时概率分布密度为：

ρ(q, p) = C E ≤ H(q, p) ≤ E +∆E , (8.7)

而在其他能量区域 ρ = 0。与这样的分布对应的系综称为 微正则系综
• • • • •

。如果可以运用准

经典近似，那么在能壳 [E,E +∆E]之内的系统的微观状态数为：

Ω(E) =
1

N !hNr

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dqdp , (8.8)

其中我们已经考虑了粒子的全同性，如果是定域系，那么上式分母中的因子 N !应当去

掉。

为了对于系统的微观态数目有个大致的概念，我们来计算一下由 N 个单原子分子组

成的理想气体的微观态数目。系统的哈密顿量可以写成：

H =
N∑
i=1

p2i
2m

, (8.9)
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因此，系统的微观态数目 Ω(N,E, V )作为粒子数 N、系统能量 E 和体积 V 的函数5 可以

由下列积分算出：

Ω(N,E, V ) =
V N

N !hNr

∫
E≤H≤E+∆E

d3p1 · · · d3pN , (8.10)

这个积分正是 3N 维空间中半径是
√
2mE 和半径是

√
2m(E +∆E)的两个球面之间所夹

的球壳的体积。所以我们得到：

Ω(N,E, V ) =
3N

2E

(
V

h3

)N (2πmE)3N/2

N !
(
3N
2

)
!

∆E , (8.11)

由此可见，系统的微观态数目随能量会非常快速地增长（请记住 N 的量级是 1023）。

¶现在我们按照著名的玻尔兹曼关系 (6.20)来定义
• •

系统的熵
◦
：

S(N,E, V ) = kB logΩ(N,E, V ) , (8.12)

于是，将单原子分子理想气体的微观态数目 (8.11)代入，并且利用 Stirling公式，我们就
得到了单原子分子理想气体的熵：

S = NkB log

[(
4πmE

Nh2

)3/2 V

N

]
+

5

2
NkB , (8.13)

其中我们已经忽略了诸如 log(∆E/E)和 log(3N/2)的项。由于粒子数 N 的数量级是非常

巨大的，所以对于一般的 (∆E/E)，其对数都远远小于 N；同时，正比于 logN 的项与正
比于 N 的项相比，也是可以忽略的。我们发现，一个微正则系综的熵是一个广延量

• • •
，正

比于粒子数 N；同时，它对于微正则系综的能壳宽度 ∆E 的依赖趋于零。细心的读者这

时可能愿意将我们从微正则系综理论得到的单原子分子理想气体的熵的表达式 (8.13)与我
们前面讨论的近独立子系的结果（ 31节公式 (6.41)）进行一下比较，结果发现，如果我
们代入单原子分子理想气体的内能表达式 E = 3NkBT/2，则两者是完全一致的。这从一

个方面说明了我们的熵的定义 (8.12)对于单原子分子理想气体这样一个简单的系统是正确
的。下面我们还要更为普遍地来证明这一点。

为此，我们考虑两个系统，分别称为系统 1和系统 2。原先它们各自是达到平衡的孤

立系。现在，我们让两个系统接触，使它们之间可以交换能量，但每一个系统的粒子数和

体积仍然保持不变。如果我们将两个系统一起看成一个整个的系统，那么这个总系统的能

量 E0是守恒的，可以用微正则系综描写，但是每一个子系统能量 E1和 E2并不守恒。也

就是说，E0 = E1 + E2是一个守恒的常数。这时总系统的微观态数目 Ω0，就是两个子系

统的微观态数目的乘积：

Ω = Ω1(N1, E1, V1)Ω2(N2, E2, V2) , (8.14)
5其实系统的微观态数目还依赖于我们所选取的能壳的宽度 ∆E （正比于 ∆E ）。但是，正如我

们下面要看到的，我们感兴趣的是系统微观态数目的对数，而 log∆E 的贡献与其他部分比较是可
以忽略的（见下面的熵的公式 (8.13)中的讨论）。所以，我们将在 Ω中不明显地写上对于 ∆E 的

依赖。
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由于两个子系统可以交换能量，所以在达到平衡以后，两个系统的能量将分别达到一个平

衡的值：Ē1 和 Ē2，同时满足约束条件： Ē1 + Ē2 = E0，所以其中一个的取值就确定了

另一个。按照等概率原理，Ē1的取值应当是使得总系统所对应的微观态数目最大。为此，

我们将上式取对数并对 E1求导数得到：(
∂S1(N1, E1, V1)

∂E1

)
N1,V1

∣∣∣∣∣
E1=Ē1

=

(
∂S2(N2, E2, V2)

∂E2

)
N2,V2

∣∣∣∣∣
E2=E0−Ē1

, (8.15)

其中我们利用了能量的约束条件。因此我们看到，当两个任意系统达到平衡时，它们具有

相同的
(
∂S(N,E,V )

∂E

)
N,V
值。与热力学第零定律和第二定律比较，我们推断这个相同的值

必定是绝对温度的倒数：
1

T
=

(
∂S(N,E, V )

∂E

)
N,V

. (8.16)

类似地，如果我们讨论两个系统可以交换粒子数，同时也可以发生体积改变（但是总粒子

数和总体积保持不变），结合热力学的结果，我们就可以验证：

p

T
=

(
∂S(N,E, V )

∂V

)
N,E

,
µ

T
= −

(
∂S(N,E, V )

∂N

)
E,V

. (8.17)

总之，从系综理论出发，我们证明了：如果我们利用玻耳兹曼关系来定义系统的熵，那么

我们可以得到与热力学理论完全一致的结果。注意我们的讨论完全是普遍的，没有任何涉

及到具体系统的性质。所以我们说，玻耳兹曼关系是自然界的一个普遍关系。实际上不仅

对平衡态，对于非平衡态，玻耳兹曼关系也是熵的唯一合理的统计定义。

40 正则系综与巨正则系综

¶上一节中讨论的微正则系综实际上是对应于能量、体积和粒子数的系综。一旦系统
微观态数目（或者说系统的熵）计算出来以后，我们就可以得到系统的所有热力学性质。

这也与热力学中关于熵是能量、体积和粒子数为变量的特性函数的结论一致。但是微正则

系综在实际运用上并不十分方便，在多数实际应用中，我们需要知道系统在固定温度和粒

子数时的热力学性质。这就对应于我们下面要讨论的正则系综
• • • •

。

正则系综可以通过让系统与一个大热源接触来导出。为此我们仍然考虑两个系统，一

个是我们要研究的系统；另一个是一个等温的大热源。我们现在关心，当两者达到平衡

时，我们研究的系统处在指定的、能量是 ES 的量子态 S 上的概率是多少。按照等概率原

理，这个概率一定是正比于大热源具有能量 E0 −ES 时的热源的微观态数目 Ω(E0 −ES)。

所以我们要求的概率为：

ρ(ES) ∝ elogΩ(E0−ES) , (8.18)

同时，由于我们假设热源很大，所以一定有 ES ≪ E0。所以我们可以做级数展开：

logΩ(E0 − ES) ∼ logΩ(E0) − ∂ logΩ(E)
∂E |E=E0ES，利用前一节的结果 (8.16)，上式中的偏
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微商正是大热源的温度之倒数：∂ logΩ(E)
∂E |E=E0 = β = 1

kBT，因此我们就得到系统处于能

量为 ES 的某个量子态的概率为：

ρ(ES) =
1

Z
e−βES , (8.19)

这就是著名的吉布斯正则分布
• • • •

。具有这样分布的系综称为 正则系综
• • • •

。上式中的归一化

常数 Z 由下式给出：

Z =
∑
S

e−βES , (8.20)

其中求和遍及所有系统可能的量子态。函数 Z(T, V,N)称为系统的 配分函数
• • • •

（partition

function）。我们将很快看到：它确定了系统的所有热力学性质。6

¶与此类似，我们还可以讨论一个与大热源和大粒子源接触的系统的统计性质。这时
系统可以与大热源和大粒子源交换能量和粒子数，所以只有总能量 E0 和总粒子数 N0 是

守恒的。如果我们感兴趣系统处在具有指定的粒子数 N 和能量为 E
(N)
S 的量子态的概率，

我们完全可以仿照正则系综的讨论得到：

ρ(E
(N)
S , N) ∝ elogΩ(E0−E

(N)
S ,N0−N) , (8.21)

我们仍然可以假定：E
(N)
S ≪ E0和N ≪ N0，于是我们可以将微观态数目的对数（熵）展

开，并利用关系 (8.16)和 (8.17)得到：

ρ(E,N) =
1

Ξ
e−βE

(N)
S −αN , (8.22)

其中 β = 1/(kBT )为大热源的温度倒数，而 α = −µ/(kBT )与源的温度和 化学势
• • •

有关。

巨配分函数
• • • • •

巨配分函数 Ξ(T, µ, V )由归一化条件定出：

Ξ =
∑
S,N

e−βE
(N)
S −αN , (8.23)

这个分布称为巨正则分布
• • • • •

，这样的系综称为巨正则系综
• • • • •

。

41 近独立子系的平均分布

我们在前面推导近独立子系的分布（包括麦克斯韦 -玻尔兹曼分布、费米 -狄拉克分
布、玻色 -爱因斯坦分布）时有一些不太严格的地方。现在我们将从更为普遍的系综理论
来重新推导这些分布。前面我们推导的是所谓的最概然分布

• • • • •
，即使得系统微观态数目取

6配分函数的符号 Z 是首先由 Planck使用的。玻耳兹曼用 Zustandsumme来称呼配分函数，其实
玻耳兹曼的名称倒是更贴切一些。所以 Planck就以 Z 来代表配分函数。
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极大值的分布。我们这里要推导的是所谓的平均分布
• • • •

。如果系统的概率分布在最概然分

布处取十分尖锐的极大值 –这一点我们前面已经验证过了 –那么最概然分布与平均分布是
相同的。

对于一个由 N 个粒子构成近独立子系，各个粒子是否可分辨，或者说是否考虑量

子力学全同性原理，将直接影响我们对于这个系统状态的描述。如果粒子是可分辨
◦ ◦ ◦

的，那么整个系统的状态 S 就由每一个可以分辩的粒子所处的单粒子态所决定，即：

S = (s1, s2, · · · , sN )。换句话说，给定了每一个粒子所处的量子态，就唯一地确定了整个

系统的一个状态，反之亦然。如果粒子是不可分辨的，量子力学的全同性原理告诉我们，

我们只能够以各个单粒子态上的粒子数：{as : s = 1, 2, · · · }来描述系统。也就是说，我们
只能够说在每个单粒子态 s（它遍及所有可能的单粒子态）上有几个粒子，我们无法区别

是哪几个粒子，因为它们在量子力学上是全同的。在表 8.1中，我们总结了全同性原理对
于系统状态描述的影响。

表 8.1: 微观粒子组成系统的状态描述以及粒子数按照量子态的平均分布

构成系统的粒子 全同性原理 整个系统状态描述 粒子数按照量子态的平均分布

可分辨 不起作用 S = (s1, s2, · · · , sN ) M.B.分布
不可分辩 起作用 S = (a1, a2, · · · ) F.D或 B.E.分布

¶如前所述，对于一个可分辨的粒子组成的近独立子系，系统的
• • •

的量子态 S 由每个

子系统所处的单粒子态：(s1, s2, · · · , sN )给出。这里我们用符号 (s1, s2, · · · , sN )表示：第

一个子系统处于单粒子态 s1，第二个子系统处于单粒子态 s2，· · ·，第N 个系统处于单粒

子态 sN。
7 这时近独立子系的总能量显然就是：E =

∑N
i=1 εsi，这里 εsi 表示单粒子态 si

的能量。

如果我们利用正则系综
◦ ◦ ◦ ◦

，我们发现近独立子系的正则配分函数可以写成：

Z =
∑
S

e−βES =
∑

s1,s2,··· ,sN

e−βεs1e−βεs2 · · · e−βεsN

=

(∑
s1

e−βεs1

)(∑
s2

e−βεs2

)
· · ·

(∑
sN

e−βεsN

)

=

(∑
s

e−βεs

)N

≡ zN . (8.24)

7显然，这样一个描述本身就依赖于粒子是可以分辩的事实，因为如果粒子是不可分辩的，我们

就无法做上述的指定。我们仅仅能够说某个单粒子态上有几个子系统占据，而无法区分这几个子

系统哪个是第一个或第二个。
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我们这里再次指出，在推导公式 (8.24)的时候实际上没有考虑粒子的全同性的影响。如果
对于全同费米子，那么就要求单粒子态 s1，s2 等等不能有两个相同；对于全同的玻色子，

如果两个单粒子态同时被占据，交换两个粒子并不产生新的系统的量子态。因此，我们得

到如下重要的结论：对于不考虑全同性影响的近独立子系，其系统的正则配分函数 Z 完

全由其子系配分函数
• • • • • •

z给出：

Z = zN , z =
∑
s

e−βεs . (8.25)

类似地，我们很容易求出一个粒子处于某个单粒子态 s的几率：

ps =
1

z
e−βεs . (8.26)

因此，单粒子态 s上的平均粒子数 ās为：

ās = e−α−βεs , e−α = N/z . (8.27)

这就是经典的麦克斯韦
• • • •

－玻耳兹曼分布
• • • • • •

。满足这个分布的统计有时又被称

为经典统计
• • • •

。

¶如果我们必须考虑量子力学全同性的影响，那么上面公式 (8.24)的推导不能成立。8

由于在近独立子系中，系统的总能量就是各个子系统（粒子）能量之和，所以一个由量子

的全同粒子组成的近独立子系的统计性质将完全由各个单粒子量子态上面的 粒子数
◦ ◦ ◦

所

确定。换句话说由分布：{as : s = 1, 2, · · · }来确定。对于任意的一个分布 {as}，它显然
满足： ∑

s

as = N ,
∑
s

εsas = E , (8.28)

其中 N 和 E 分别是系统的总粒子数和总能量。显然系统各种分布出现的概率并不是相同

的。我们感兴趣的是在某个给定单粒子量子态 s上出现的粒子数 as 的平均值：ās。这样

的一组平均值：{ās}称为系统粒子数按照单粒子量子态的平均分布
• • • •

。

对于由全同粒子构成的近独立子系，计算系统的巨配分函数是比较方便的。按照巨正

则系综的理论，系统的巨配分函数 Ξ可以表达为：

Ξ =
∑
S,N

e−βE
(N)
S −αN , (8.29)

这里的求和首先是对于具有固定粒子数 N 的系统的所有量子态求和，然后在对于粒子数

N 求和。这就等价于对于系统所有可能的量子态 S －无论粒子数为多少－求和。同时注

8这时候，即使是无相互作用的近独立子系，要严格求出其正则配分函数也不是十分容易的。但

是，这是求出系统的巨配分函数却是比较容易的。
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意到：对于理想量子气体，系统的每一个量子态 S 是与粒子数按照单粒子量子态的分布

{as}一一对应的。所以，对于系统的所有量子态的求和就是对于不同单粒子量子态分布
的求和利用其粒子数及总能量的表达式 (8.28)，我们得到：

Ξ =
∑
{as}

∏
s

e−βasεs−αas ,

=
∏
s

∑
as

e−(βεs+α)as . (8.30)

读者可以发现，上面这个等式正好体现了全同性的效应。它与公式 (8.24)的最大不同是：
公式 (8.24)中是对于 单粒子态

◦ ◦ ◦ ◦
si求和；这里是对于单粒子态上的粒子数

◦ ◦ ◦
as求和。也就

是说，由于全同性的影响，我们只在乎这个单粒子态上有几个粒子，而不在乎是哪几个粒

子。9 需要注意的是，这个等式仅仅对于巨正则配分函数才是严格成立的，对于正则配分

函数，由于其总粒子数必须守恒，因此全同性的影响会对各个 as 的求和加上一个约束条

件；对于巨配分函数，我们反正要对所有可能的 N 求和，因此就没有了这个约束条件，

这使得这个求和可以更容易地求出。

现在我们需要区分两种不同的情形：即构成系统的粒子是玻色子还是费米子。对于理

想玻色气体，它不受泡利不相容原理的限制，所以上式中对于 as 的求和可以从 0延伸到

无穷大；对于理想费米气体，由于受到泡利不相容原理的限制，上式中对于 as 的求和只

能取 0和 1两个可能的值。因此，我们就得到理想量子气体的巨配分函数的表达式：

Ξ =
∏
s

(
1± e−α−βεs

)±1
,

logΞ = ±
∑
s

log
(
1± e−α−βεs

)
, (8.31)

其中上（下）面一个符号对应于理想费米（玻色）气体。

¶为了求出某个指定单粒子量子态 s上的平均粒子数，我们定义：

ζs = ± log
(
1± e−α−βεs

)
, (8.32)

那么我们可以轻易证明，某个单粒子量子态 s上的平均粒子数 ās由下式给出：

ās = −∂ζs
∂α

. (8.33)

利用前面的表达式，我们得到：

ās =
1

eα+βεs ± 1
. (8.34)

这就是著名的玻色分布
• • • •

和 费米分布
• • • •

。它给出了一个量子理想气体中粒子数按照单粒子

量子态的平均分布。

9事实上，量子力学的全同性不允许我们区分是哪几个粒子。

118
刘川



热力学统计物理

公式 (8.27)和 公式 (8.34)告诉我们：无论对于经典的近独立子系还是对于量子的近
独立子系，一个给定单粒子量子态上粒子数的平均值只和该量子态的能量 εs 有关，而与

该量子态的其他量子数无关。因此，具有相同能量的单粒子态上面的粒子数的平均值是相

等的。具体地说，如果某个单粒子能级 εl 的简并度
• • •

为 ϖl，那么这个单粒子能级
◦ ◦

上的

平均粒子数为：

āM.B.
l = ϖle

−α−βεl , (8.35)

ā
F.D./B.E.
l =

ϖl

eα+βεs ± 1
. (8.36)

显然这个表达式与我们第五章公式 (5.38)完全一致。同时，我们这里利用系综理论得到
的系统的巨配分函数 (8.31)也与第七章的相应的公式 (7.2)完全一致。

¶这一节中，我们利用系综理论推导了近独立子系的平均分布
• • • •

。对于不考虑量子力

学全同性影响的、经典近独立子系，我们得到了麦克斯韦－玻耳兹曼分布 (8.27)；对于量
子力学全同性起作用的量子近独立子系（量子理想气体），我们得到了费米－狄拉克分布

和玻色－爱因斯坦分布 (8.34)。在结束本节之前，我们对它们之间的关系和适用范围等作
如下的两点评述：

• 麦克斯韦－玻耳兹曼分布、费米－狄拉克分布、玻色－爱因斯坦分布都仅仅是对于
近独立子系才严格成立。也就是说，对于有相互作用的系统，其粒子数按照单粒子

态的分布实际上是十分复杂的。如果要计算这种分布也必须利用从普遍的系综理论

出发。上面这三种分布都只是在粒子之间的相互作用可以忽略时才是真实系统分布

的一个好的近似。这里顺便提一下某某统计
◦ ◦

与某某分布
◦ ◦

之间的区别。统计一词

实际上更加广泛。例如，对于任意的有相互作用的系统，处理的方法一定是经典统

计或量子统计。当然，前者可以视为后者的经典极限。量子统计又可以分为费米－

狄拉克统计和玻色－爱因斯坦统计。它们在经典极限下退化为麦克斯韦－玻耳兹曼

统计。但是，如果系统存在相互作用（相互关联），那么任何一种情形下粒子的分

布都不是上面提到的三种分布中的任何一种。只有对于近独立子系，这三种分布才

严格成立。

• 我们这里利用系综理论求出的是某个单粒子态上占据的粒子数的系综平均值 ās。另

外一种导出这些分布的方法就是前面我们利用的最概然分布
• • • • •

方法。由于可以证明

最概然分布所对应的极大值对宏观系统而言实际上是一个十分尖锐的极大值，因此

由此导出的最概然分布实际上与我们利用系综理论计算的平均分布是相同的。

42 热力学公式

¶推导热力学公式的方法与我们在讨论近独立子系时的非常类似。我们首先以正则分
布为例，来推导热力学公式。正则系综所对应的系统是一个具有固定粒子数 N、体积 V
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（或一般的一个广义位移 y）和温度 T 的宏观系统。系统的内能就是系统微观总能量的系

综平均值：

U = Ē =
1

Z

∑
S

Ese
−βES = − ∂

∂β
logZ . (8.37)

对于近独立子系，如果利用 Z = zN，我们很容易验证这个公式与近独立子系的相应公

式 (6.4)完全一致。当然，这个公式更为普遍，它同样适用于有相互作用的体系。

¶类似的，对于广义力 Y，如果它所对应的广义位移是 y，系统的能量会依赖于广义

位移 y，那么我们有：

Y =
1

Z

∑
S

∂ES

∂y
e−βES = − 1

β

∂

∂y
logZ , (8.38)

对于近独立子系，这个式子也与公式 (6.7)一致。这个公式的一个重要特例就是系统的压
强：

p =
1

β

∂

∂V
logZ . (8.39)

对于近独立子系，这个式子回到公式 (6.8)。

¶系统熵的统计表达式可以与热力学第二定律比较得到。首先注意到我们引入的系统
正则配分函数是 β 和广义位移 y的函数，所以我们一定有：

d logZ =
∂ logZ
∂β

dβ +
∂ logZ
∂y

dy , (8.40)

因此，利用上面的系统内能和广义力的统计表达式，我们得到：

β(dU − Y dy) = d

(
logZ − β

∂ logZ
∂β

)
. (8.41)

这个式子说明 β 是微分式 dU − Y dy 的一个积分因子，与我们熟知的热力学第二定律比

较，我们得知 β = 1/(kBT )，同时熵的表达式为：

S = kB

(
logZ − β

∂ logZ
∂β

)
. (8.42)

因此，对于一个给定粒子数 N、体积 V、温度 T 的系统，只要求出它的正则配分函数 Z，

就可以完全确定它的热力学性质。

¶巨正则系综所对应的系统是一个具有固定化学势 µ、体积 V （或一般的一个广义位

移 y）和温度 T 的宏观系统。它的热力学公式的推导与正则系综的情形类似，我们得到

如下的热力学公式：

N̄ = − ∂

∂α
logΞ ,

U = − ∂

∂β
logΞ ,

Y = − 1

β

∂

∂y
logΞ ,

S = kB

(
logΞ− α

∂ logΞ
∂α

− β
∂ logΞ
∂β

)
, (8.43)
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其中 Ξ是系统的巨配分函数，它是 α，β，V （或任意给定广义位移 y）的函数。与热力

学第二定律的比较告诉我们：β = 1/(kBT )，而 α = −µ/(kBT )与系统的化学势 µ有关。

因此，对于一个给定化学势 µ、体积 V、温度 T 的系统，只要求出它的巨正则配分函数

Ξ，就可以完全确定它的热力学性质。

¶服从正则分布的系统具有固定的温度，但是它可以与大热源发生能量的交换，所以
系统的能量并不是固定的，而是可以在其平均值附近有个涨落。这种涨落可以利用前面的

热力学公式加以计算。经过简单的计算我们得到：

⟨(E − Ē)2⟩ = −∂Ē
∂β

= kBT
2CV , (8.44)

所以我们看到，系统的能量的涨落直接与温度以及系统的热容量有关。系统能量

的相对涨落
• • • •

的平方为：

⟨(E − Ē)2⟩
Ē2

=
kBT

2CV

Ē2
. (8.45)

由于 CV 和 Ē 都是广延量，它们与系统的总粒子数 N 成正比。因此上式实际上与系统的

总粒子数 N 成反比。对于一个宏观的系统，N 的数量级是 1023，因此能量的相对涨落

（与 1/
√
N 成正比）是很小的。

¶对于巨正则分布的系统，其粒子数也可以有涨落。类似的计算表明，系统粒子数相
对涨落的平方为：

⟨(N − N̄)2⟩
N̄2

=
kBT

N̄2

(
∂N̄

∂µ

)
T,V

, (8.46)

运用热力学的关系可以证明上式可以化为：

⟨(N − N̄)2⟩
N̄2

=
kBT

V
κT , , (8.47)

其中 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
是系统的等温压缩系数。由于 V 是广延量，我们在此看到：对于

一个宏观系统，只要等温压缩系数不等于零，系统粒子数的相对涨落仍然是非常小，与

1/
√
N̄ 成正比。只有在系统趋近于它的临界点时，等温压缩系数趋于无穷，这时系统内的

粒子数涨落可以很强。

¶由前面的讨论我们得知：当宏观系统的能量、粒子数涨落都非常小时，微正则系
综、正则系综和巨正则系综都给出等价的

• • •
统计描述。用不同系综计算出来的热力学量是

一致的，只不过相当于选取不同的热力学特性函数。当然，如果系统的涨落不能忽略（例

如对于比较小的介观系统或系统在临界点附近），那么不同的统计系综的结果是不等价

的。

43 涨落的准热力学理论

¶在上一节中我们简单讨论了正则系综中的能量涨落以及巨正则系综中的粒子数涨
落，实际上我们可以讨论一个任意热力学量的涨落。这个理论被称之为涨落的准热力学理
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论，是爱因斯坦首先提出的。我们考虑一个与一个大的热源接触的系统，热源具有确定的

温度 T 和压强 p。我们所考虑的系统与热源一起组成的复合系统是一个孤立系，所以当系

统的能量和体积发生一个涨落 ∆E 和 ∆V 时，热源的能量与体积也相应地发生一个变化

∆Er 和∆Vr，它们满足：

∆E +∆Er = 0 , ∆V +∆Vr = 0 , (8.48)

当系统的能量与体积取其最概然值（同时也是平均值） Ē 和 V̄ 时，复合系统的熵具有最

大值 S̄(0)，它与复合系统的微观态数目之间的关系由玻耳兹曼关系描述。由于每个微观态

都是等概率地出现（等概率原理），所以系统的能量和体积出现 ∆E 和 ∆V 的涨落的概率

正比于：

W ∝ exp

(
S(0) − S̄(0)

kB

)
, (8.49)

由于 ∆S(0) = ∆S +∆Sr，并且：

∆Sr = (∆Er + p∆Vr)/T = −(∆E + p∆V )/T , (8.50)

其中我们运用了约束条件 (8.48)。于是我们得到：

W ∝ exp
(
T∆S −∆E − p∆V

kBT

)
. (8.51)

现在我们需要将上面的式子化为用两个独立的量的变化（例如 ∆E 和 ∆V ）来表达。这

可以利用∆E 的表达式以及热力学第二定律有：

∆E − T∆S + p∆V =
1

2

(
∂2E

∂S2
(∆V )2 + 2

∂2E

∂S∂V
(∆V∆S) +

∂2E

∂V 2
(∆S)2

)
+ · · ·

=
1

2
(∆S∆T −∆p∆V ) , (8.52)

所以我们最终得到一个普遍的表达式：

W ∝ exp
(
−∆S∆T −∆p∆V

2kBT

)
. (8.53)

¶这个公式可以有多种用途。我们可以取任何我们感兴趣的两个独立变量来研究他们
的涨落。例如，如果我们以体积 V 和温度 T 为独立变量，我们得到：

∆S =
CV

T
∆T +

(
∂p

∂T

)
V

∆V ,

∆p =

(
∂p

∂T

)
V

∆T +

(
∂p

∂V

)
T

∆V , (8.54)

带入涨落的普遍公式 (8.53)，得到：

W ∝ exp
(
− CV

2kBT 2
(∆T )2 +

(
∂p

∂V

)
T

(∆V )2

2kBT

)
. (8.55)
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这个公式告诉我们温度和体积的涨落由两个独立的高斯分布描写，所以我们得到：

¯(∆T )2 = T 2kB/CV , ¯(δV )2 = V κTkBT , (8.56)

其中 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
为等温压缩系数。这个公式也说明了，一个热力学系统如果要对于

温度和体积的涨落保持稳定，它的定容热容量和等温压缩系数必定是非负的。如果体系的

粒子数保持不变，那么系统体积的涨落也可以表达成系统密度的涨落。在临界点附近，系

统的等温压缩系数会趋于无穷大，系统内部的密度涨落也发散，这时原先的两相的分界面

就会消失。同时，如果有可见光入射到系统内部，会观察到所谓的临界乳光现象
• • • • • •

。我们

将在后面的第 44.3小节更详细地讨论临界点附近的涨落和关联现象。显然如果取其他的变
量为独立变量，我们可以得到其他物理量的涨落，这些都留作练习。

44 自旋模型及其相变

自旋模型是人们在研究一大类相变问题时所引入的模型。这类模型一般是由一个哈

密顿量描写，这个哈密顿量中只包含晶格上的自旋（一般地将是指原子的角动量）之间的

相互作用。人们发现，铁磁相变、反铁磁相变等许多与磁性有关的二级相变都可以用自旋

模型来描写。另外，自旋模型的意义还远不止如此。其他的二级相变的（例如超导相变、

超流相变等）临界性质也可以与自旋模型的临界性质对应起来，这就是所谓的普适性。在

这一节中我们试图对自旋模型的相变作一个简单的介绍。我们首先简单说明一下自旋模

型的由来；然后我们以最为简单的自旋模型－易兴模型－为例来说明平均场近似的方法；

接着我们仔细讨论平均场近似下自旋模型的临界行为以及平均场近似与朗道二级相变理

论的关系；最后我们利用对偶性来严格计算二维正方晶格上易兴模型的临界温度并由此

引出超出平均场近似的其他处理方法。由于内容的丰富，显然不可能在一节中（即便是一

章中也是不可能的）覆盖所有内容。我们的讨论将围绕易兴模型的平均场近似来展开，对

于其他方法将不做介绍。有兴趣的同学可以参考有关的书籍 [8, 9, 10]。

44.1 自旋模型的微观机制及其求解

¶自旋模型中各个格点上的自旋之间的相互作用的微观机制是由量子的交换相互作用
引起的。下面我们就简要地说明一下这个微观机制，详细的内容可以参阅相关的量子力学

教材。

为简单起见，我们考虑两个全同的、具有一个价电子的中性原子（例如氢原子），它

们之间的距离为 a。由于量子全同性原理的要求，这个系统的能级会与两个价电子的自旋

状态有所关联。如果我们暂时
• •

忽略两个电子之间的库伦相互作用，因为电子是费米子，

所以两个价电子组成的系统的总波函数必定是反对称的。这两个电子系统的总波函数是

它们的空间波函数与自旋波函数的乘积。所以，如果两个价电子的自旋波函数是对称的，
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那么它们的空间波函数一定是反对称的。反之，如果两个价电子的自旋波函数是反对称

的，那么它们的空间波函数一定是对称的。

现在，如果我们考虑两个电子的库伦相互作用，显然对称的空间波函数使得两个价电

子靠近的概率比较大，所以一定具有较大的库仑排斥势能；反对称的空间波函数使得两个

价电子靠近的概率比较小，所以一定具有较小的库仑排斥势能。因此，我们看到整个系统

的能量直接与两个价电子的自旋相关：两个电子自旋反平行时系统具有较高的能量；两个

电子自旋平行时具有较低的能量。于是，这个相互作用可以等价的写成：

Eex = −JS1 · S2 , (8.57)

其中常数 J 被称为交换积分
• • • •

，而 S1 和 S2 分别为两个电子的自旋。这就是所谓

的交换相互作用
• • • • • •

。在量子力学中可以证明：交换积分 J 与两个电子的单电子波函数的重

叠有关，所以它的数值随两个原子的距离增加而指数地趋于零。因此，在考虑晶格上的电

子之间的相互作用时，可以假定只有近邻的原子之间才有交换相互作用。多数情况下，交

换相互作用的强度也是比较弱的，只有在铁磁体中这种相互作用才变得重要。

¶现在我们可以引入所谓的自旋模型了。一个最简单的、也是最著名的自旋模型就是
易兴模型
• • • •

（Ising model）。10 考虑一个晶格，我们用 i来标记这个晶格上的格点。在每一

个格点上有一个自旋变量 σi。在易兴模型中，每个自旋变量只能取两个值： ±1。易兴模

型的哈密顿量为：

H = −J
∑
<ij>

σiσj , (8.58)

其中 σi 是在第 i个格点上的自旋，J 是交换能量，求和中的符号
∑

<ij> 代表对晶格上所

有的近邻对求和。显然，如果交换能量 J > 0，那么两个相邻格点上的自旋倾向于相互平

行（即同时取 +1或同时取 −1），因为这样的能量较小；反之如果交换能量 J < 0，那么

两个相邻格点上的自旋倾向于相互反平行。所以，当 J > 0时系统中有可能形成铁磁相；

当 J < 0时系统中可能形成反铁磁相。11

如果我们对于格点上的自旋的取值加以改变，例如不是限制它们取分立的值而是可

以取一个单位圆上的值，那么我们就得到了所谓的（经典的） XY
• •

－模型
• •
：

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj , (8.59)

10更为确切地应当称为 Lenz-Ising模型。这个模型首先是 Lenz在 1920年提出的。他的学生 Ising
在 1925年和研究了一维的情形。当时 Lenz是想让 Ising研究一下铁磁相变的性质。Ising首先严格
的解了一维的模型并发现在任何非零的温度没有相变发生。

11在上面的简单例子中，我们讨论的是两个氢原子（或碱金属原子）靠近时所引起的交换相互作

用。这时对交换积分贡献的是原子的 s电子云，从而交换积分 J 一定是正的。这和我们从物理上

分析的，两个电子自旋平行时具有较小的库仑排斥能是一致的。但是对于 d电子云，则可以出现

交换积分小于零的情形。这时，两个电子的自旋可能倾向于反平行。
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其中 Si是在第 i个格点上的自旋，它有两个分量：Si = (Sxi ,S
y
i )并且满足：(Sxi )2+(Syi )2 =

1。如果我们进一步允许格点上的自旋可以有三个分量，我们就得到了（经典的）

海森堡模型
• • • • •

：12

H = −J
∑
<ij>

Si · Sj , (8.60)

其中 Si 是在第 i 个格点上的自旋，它有三个分量：Si = (Sxi ,S
y
i ,S

z
i ) 并且满足：

(Sxi )2 + (Syi )2 + (Szi )2 = 1。13 很显然，上面所讨论的自旋模型都是具有相互作用的体系，

要研究它们的统计和热力学性质不能用近独立子系的统计理论，必须从普遍的系综理论

出发。

¶自旋模型的求解一直是近代统计物理发展的主要方向之一。遗憾的是，绝大多数模
型很难进行严格求解。14 因此人们往往需要依赖于其他一些近似的方法。这些近似方法

主要有：

• 平均场近似：主要思想是将其他自旋对于一个给定自旋的相互作用用一个自洽的平
均场来替代。这样一来，可以将自旋模型的统计问题化为一个独立子系的统计问题

从而可以轻易求解。其优点是物理图象清晰，容易进行计算；缺点是往往对于一些

问题得到错误的结果。

• 高温展开
• • • •

或其他展开方法。优点是可以相当精确地得到系统离临界点比较远时候

的性质；缺点是在临界点附近展开式的收敛性越来越差，直到在临界点时级数发散。

另外，往往需要计算级数展开中的许多项，计算量很大。

• 重正化群方法。原则上是研究极其靠近临界点时的严格方法。但实际上必须与其他
近似方法联合使用（例如 ϵ-展开等）。计算也相当复杂。

• Monte Carlo数值模拟方法。这是一个严格的方法，但是需要进行数值模拟。对于
计算机有一定的要求（取决于研究的问题）。随着计算机能力的提高，越来越成为

研究的主流方法。

12一般地讲，如果每个格点上的自旋有 n个分量，并且它取之于一个 (n− 1)维的球面上，即满

足：
∑n

a=1(S
a
i )

2 = 1，那么这样的模型称为非线性 O(n) − σ 模型。因此 XY －模型就是非线性

O(2)− σ模型；海森堡模型就是非线性 O(3)− σ模型。
13与这些经典统计模型对应的还有所谓的量子易兴模型、量子 XY －模型、量子海森堡模型等。

在量子模型中每个晶格上的自旋变量不再具有经典的取值而是量子力学的算符。
14所谓严格求解是指可以解析地计算出系统的配分函数（从而也可以得到所有热力学量）。一

个里程碑性的成果是 Onsager在 1944年发表的关于二维易兴模型的严格解。这是人们得到的第
一个非平庸的、有相互作用的统计模型的严格解。后来，又有一大类二维的模型找到了严格解。

但是这些求解的方法无法推广到高维模型。二维模型具有严格的可解性是得益于二维的共形群

（Conformal Group）的无穷多的对称性造成的。
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本课程中我们将主要讨论最为简单的平均场近似方法，对于其他的方法则不在此介绍了。

我们讨论的对象仍然是最为简单的易兴模型，对于其他自旋模型我们也不再仔细讨论。有

兴趣的同学可以参考前面引用的书籍 [8, 9, 10]。

44.2 易兴模型的平均场近似

¶考虑在外磁场中的易兴模型，它的哈密顿量为：

H = −J
∑
<ij>

σiσj −
∑
i

σiµH , (8.61)

其中 µ为一个晶格的磁矩，H为外磁场。对于一个给定的格点 i上的自旋 σi，与它有相

互作用的项为：−σiµ(H + (J/µ)
∑

<ij> σj)。也就是说，这个自旋除了感受到外磁场 H
以外，还感受到与它相邻的格点上的自旋所产生的一个等效的磁场：(J/µ)

∑
<ij> σj。但

是这个磁场并不是一个常数磁场，而是与近邻格点上的自旋有关，这样问题还是不好处

理。平均场近似的思路就是用等效磁场的统计平均值来代替等效磁场。所以我们引入：

Heff = ⟨J
µ

∑
<ij>

σj⟩ =
qJ

µ
⟨σj⟩ , (8.62)

其中 q是晶格的配位数，即每个格点的紧邻格点数目。注意，由于所讨论问题的平移对称

性，所有的 ⟨σi⟩都是相同的
◦ ◦ ◦

，并不依赖于格点位置 i，同样的，等效平均场Heff 也是一

个常数磁场，与位置无关。于是，在平均场近似下系统的哈密顿量为：15

H(MF ) = −
∑
i

σiµ(H+Heff ) , (8.63)

于是易兴模型的问题化成了一个顺磁性（独立子系）的统计问题，这个哈密顿量与我们在

近独立子系中顺磁性讨论中的哈密顿量完全一样，唯一的区别是这里的磁场除了外磁场

以外，还要加上周围自旋贡献的等效磁场 Heff。这个做法首先是外斯（Weiss）提出的，
它把周围的自旋对某个给定自旋所贡献的等效磁场 Heff 称为分子场

• • •
，因此现在这个等

效磁场就被称为外斯分子场
• • • • •

。

于是，平均场近似下的系统的配分函数可以很容易的计算出：

Z =
∑
{σi}

eβµ(H+Heff )
∑

i σi = (2 cosh[βµ(H+Heff )])
N . (8.64)

根据配分函数，我们可以计算出每个自旋的系综平均值：

⟨σi⟩ = tanh[βµ(H+Heff )] , (8.65)

15我们用 H(MF )来表示进行了平均场近似以后的系统哈密顿量，以区别于原来的哈密顿量H。
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但是按照自洽性条件 (8.62)，我们应当有：

Heff =
qJ

µ
tanh[βµ(H+Heff )] , (8.66)

这个式子给出了Heff 所必须满足的一个自洽性方程。

¶利用平均场近似可以讨论系统的自发磁化问题。所谓 自发磁化
• • • •

是指在外磁场

H = 0时，系统仍然可以有非零的磁化，即 ⟨σi⟩ ̸= 0。这正是铁磁性
• • •

的根本特性。当

然，系统是否具有自发磁化是与温度有关的。一般说来在非常高的温度下，系统完全呈现

顺磁性，不可能有自发磁化。当温度降低到某个临界温度时，系统可以发生一个从顺磁相

到铁磁相的二级相变。当温度低于临界温度时，系统可以有非零的自发磁化。这个相变是

一个二级相变，或者称为连续相变，因为当温度从高温连续地降低到临界温度以下时，系

统的自发磁化从零连续地变化到非零的数值。在临界区域内，系统的性质由一些临界指数

描写。

根据平均场近似的结果，当外磁场H = 0时，分子场必须满足自洽性条件 (8.66)：

Heff =
qJ

µ
tanh(βµHeff ) . (8.67)

这个非线性方程的解可以分为两个情形来讨论。注意到双曲函数在小的 Heff 处的行为

是：tanh(βµHeff ) ∼ βµHeff，因此，如果 qJ/kBT < 1，那么上面的方程将只有一个零

解：Heff = 0；反之，如果 qJ/kBT > 1，那么上面的方程除了零解以外，还有两个非零

解，这两个解互为相反数。可以证明，这是两个非零解所对应的自由能更小。因此，这时

系统将有自发磁化。所以我们得到平均场近似下的易兴模型的临界温度为：

Tc =
qJ

kB
, (8.68)

或 kBTc/J = q。注意，这个结果与晶格的维数无关，只与配位数 q 和交换能量 J 有关。
16利用双曲函数的泰勒展开式：

tanhx ∼ x− 1

3
x3 + · · · , (8.69)

我们可以求出在临界温度附近的分子场的大小，进而求出平均自发磁化的数值：

⟨σi⟩ =
√
3

(
1− T

Tc

)1/2

, (8.70)

从而在临界点附近自发磁化的大小与温度的关系为：

⟨σi⟩ ∼ (Tc − T )1/2 . (8.71)
16在平均场近似下，一个二维三角晶格上的易兴模型与三维简单立方晶格上的易兴模型具有同样

的临界温度（假定它们具有相同的 J 的话）。但是实际上两者的临界温度是很不同的，因为维数

会对模型的临界行为起十分重要的作用。这一点是平均场近似下无法解释的。
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如果大家还对于我们在热力学中所引人的临界指数有印象的话（见热力学部分 13节），
我们发现，平均场近似给出了自发磁化的临界指数为：β = 1/2，与那里讨论的朗道理论

的结果一致。

我们在前面已经看到，在平均场近似下，易兴模型的自发磁化（或者用朗道理论的语

言说叫序参量）在临界区域满足：

m(T ) ≡ ⟨µσi⟩ ∼ (Tc − T )1/2 . (8.72)

这与朗道理论的预言完全一致。我们还可以求出其他热力学量的临界行为。例如，（等

温）磁化率的定义为：

χT =

(
∂m

∂H

)
T

, (8.73)

利用平均场近似下的序参量表达式：

m = µ tanh[β(µH+ Jqm)] , (8.74)

我们可以求出：

χT ∼ (T − Tc)
−1 , H = 0 , T → Tc , (8.75)

所以，我们可以得知在平均场近似下的另一个另一个临界指数 γ = 1。如果我们研究在

T = Tc时序参量对于外场的依赖关系，我们发现H ∼ mδ，并且在平均场近似下：δ = 3。

平均场近似下系统热容量的临界指数 α = 0。17所有这些结果都和热力学中讨论的二级相

变的朗道理论完全一致。这也并不奇怪，实际上可以证明，平均场近似下系统的自由能正

是具有朗道理论中假设的形式。

44.3 临界点附近的涨落与关联

¶前面我们仅仅讨论了系统在平衡时的序参量的确定，没有讨论序参量可能的涨落。
这些涨落在通常情况下是很小的，但是如果系统非常接近临界点，那么涨落的影响就不能

忽略不计了。

要讨论涨落，我们就必须讨论系统中非均匀
• • •

的序参量的变化。我们可以借鉴朗道理

论的思想来构造系统的自由能：

F [m(r), T ] =
∫
dr
[
a(T ) +

b(T )

2
m2(r) +

d(T )

2
[∇m(r)]2 +

c(T )

4
m4(r) + · · ·

]
, (8.76)

也就是说，系统的自由能是系统序参量m(r)的泛函。显然，对于均匀的体系，使得自由
能极小的解 m̄也是均匀的并且满足：

m̄2 = −b(T )
c(T )

, (8.77)

17确切地说，在平均场近似下，热容量在临界点附近并不发散，而是产生一个有限的跃变。
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这正是热力学中朗道理论的结果。现在考虑系统中存在涨落，于是我们令

m(r) = m̄+ δm(r) , (8.78)

一个重要的物理量是序参量的关联函数
• • • •

，它的定义是：

C(r) = ⟨(m(r)− ⟨m(r)⟩)(m(0)− ⟨m(0)⟩)⟩ , (8.79)

由于平移对称性，任何的位置 r处都有：⟨m(r)⟩ = ⟨m(0)⟩ = m̄。我们可以将 δm(r) =

m(r)− m̄展开成傅立叶级数：

δm(r) = m(r)− m̄ =
1

V

∑
k
m̃ke

ik·r , (8.80)

其中 V 是系统的体积，m̃k为序参量的傅立叶分量。简单的计算可以证明，公式 (8.79)中
定义的关联函数可以表达为：

C(r) =
1

V 2

∑
k
⟨|m̃k|2⟩eik·r . (8.81)

所以，只要计算出序参量的傅立叶分量的模方的统计平均就可以计算出系统的关联函数

C(r)。序参量的傅立叶分量反映了系统中序参量围绕其平均值的涨落情况。所以我们从这
个式子也看出，系统中的统计关联与涨落的强弱是联系在一起的。一般来讲，系统内的涨

落越强，统计关联也越强。

利用43节的关于涨落的准热力学理论可以来计算 ⟨|m̃k|2⟩。为此，我们取温度和 m̃k

为独立变量。因为温度的涨落与 m̃k的涨落相互独立，我们可以进一步假定温度、体积恒

定，来研究 m̃k的涨落问题。这时涨落的普遍公式可以写成：

W ∝ exp
(
− ∆F

kBT

)
. (8.82)

其中∆F 为系统自由能对于其平均值的偏离：

∆F = F − F̄ =

∫
∆fdr , (8.83)

按照朗道理论对于自由能的假设，系统的自由能密度为：

∆f =
b(T )

2
δm2(r) +

d(T )

2
[∇m(r)]2 + · · · , (8.84)

其中我们忽略了 δm(r) 的高次项。平均场近似告诉我们，在临界点附近有： b(T ) =

b0|T − Tc|，以及 d(T ) > 0。所以，我们可以得到：

∆F =
1

2V

∑
k
(b(T ) + d(T )k2)|m̃k|2 . (8.85)
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于是我们得到：

⟨|m̃k|2⟩ =
V kBT

b(T ) + d(T )k2
, (8.86)

将上式带入关联函数的公式得到：

C(r) =
kBT

V

∑
k

eik·r

b(T ) + d(T )k2
. (8.87)

如果我们假定体积非常大，用积分代替求和我们得到：

C(r) =
kBT

4πd(T )

e−r/ξ

r
, (8.88)

其中我们定义了关联长度
• • • •

ξ：

ξ =

√
d(T )

b(T )
, (8.89)

关联长度的物理意义十分明确，它代表了系统内两点之间的关联随距离衰减的特征长度。

一般情况下，关联长度是一个有限的正数。所以，系统内部的两个点之间的关联随它们距

离的增加而指数地衰减。但是，如果系统处于临界点附近，情况就不同了。由于在临界点

附近 b(T ) ∼ |T − Tc| ∼ 0，我们发现在临界点附近关联长度 ξ趋于无穷大：

ξ ∼ |T − Tc|−ν , ν =
1

2
, (8.90)

这个式子定义了另一个临界指数 ν。在平均场近似下（朗道理论），临界指数 ν = 1/2。在

实际系统中，临界点附近的关联长度也是发散的，只是临界指数 ν 并不是平均场理论所

预言的 1/2。在临界点上时，系统内序参量的统计关联不再随距离而指数衰减，而是表现

出长程关联
◦ ◦ ◦ ◦

（仅仅是按照距离的幂次衰减）：

C(r) ∼ 1

r−D+2−η
, (8.91)

其中 D是系统的维数。上式定义了另一个临界指数 η。在平均场近似下，我们有 η = 0。

对于实际的系统，实验测定的 η ∼ 0.1。

我们前面已经看到，关联与涨落是一致的。所以，在临界点附近系统内的统计关联长

度发散，系统内的涨落也趋于无穷。这是所有临界现象最普遍、最明显的标志性特征。

44.4 临界现象中的普适性

¶我们在自旋模型的讨论中一直是以易兴模型为例子的。实际上，人们还研究过许多
其他的自旋模型。这些模型的物理背景千差万别，来自物理的各个领域而不仅仅局限于统

计物理。最后人们发现，许多原先完全无关的物理模型，它们的临界行为竟然表现出高度

地一致性。在临界点附近，系统内的关联长度趋于无穷；物理量都有确定的临界行为，由
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相应的临界指数描写。不仅如此，人们发现这些临界指数具有某种普适性。例如，易兴模

型的临界指数在气液相变的临界点附近也被发现。两个看似毫无关系的相变却拥有相同

的临界指数。这种现象又在其他一些模型中得到验证。于是，人们总结出所谓的临界现象

的普适性
• • •

（Universality）：系统在连续相变的临界点附近的行为由一些具有一定普适性

的临界指数描写。这些临界指数只与：系统在两相中对称性、系统的维数有关；与系统的

微观细节（例如晶格结构等等）无关。

注意，这个普适性并不是说系统的所有性质都与系统的微观细节无关。它只是告诉我

们临界指数（实际上还有其他一些物理量）是普适的。比如我们前面提到的系统的临界温

度 Tc 就不是一个普适的量，它与系统的微观细节有关。应当指出的是，普适性是在自旋

之间的相互作用是短程时才成立的。如果系统中的相互作用的力程不是短程的，那么普适

性的结论有可能不成立。普适性的根本物理原因在于当系统接近临界区域时，系统内的特

征关联长度 ξ趋于无穷大。因此，这时只有大尺度上的物理才变得重要而系统在微观尺度

上的细节完全不起任何作用。

¶在临界现象中，系统的对称性起着决定性的作用。实际上在连续相变中正是由对称
性的变化来标志两个不同的相的。一般来讲，在一个相中系统具有较高的对称性（一般是

高温相），在另一个相中系统具有相对低的对称性。例如在我们讨论的易兴模型中，在非

铁磁相中晶格上的自旋取向是上下对称的，也就是说如果我们将 σi → −σi 变一下符号，
系统的态并不改变。在低温的铁磁相中则不然。系统具有自发的磁化，从而系统不再具

有符号改变后的对称性。所以我们说在铁磁相中，这个对称性被破缺
◦ ◦

了。需要注意的

是，易兴模型的哈密顿量（外场是零时）是具有这种对称性的，但是如果温度低于临界

温度时，系统的能量最低的态却不具备这个对称性。因此，P. W. Anderson称这种现象为
对称性
• • •

自发破缺
• • • •

。事实上，所有二级相变（或者说连续相变）都是一个对称性自发破

缺的过程。

45 实际气体的状态方程

我们在讨论近独立子系的统计理论时研究的一个重要例子就是理想气体。理想气体

是实际气体在十分稀薄情形下的一个极限情形，真正的气体往往只是近似地符合理想气

体的规律并与之有着系统的偏离。要从统计物理理论来计算这种偏离，运用以往的近独立

子系的统计理论就不行了，必须从基本的系综理论出发来考虑系统的相互作用的影响。这

一节中我们就来讨论这个问题。这个问题实际上是个十分复杂的问题，我们将仅仅作一个

简单的介绍，这方面的研究一直都是统计物理中的前沿问题。

¶为了简单起见，我们将利用正则分布来讨论单原子分子组成的经典气体的物态方
程。该气体由 N 个气体分子组成，整个系统的总能量为：

E =

N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i<j

ϕ(rij) , (8.92)
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其中 pi是第 i个分子的平动动量，m是气体分子的质量；ϕ(rij)是第 i个分子与第 j 个分

子之间的相互作用的势能，我们假定它只是两个分子之间距离 rij ≡ |ri − rj |的函数。

要计算系统的物态方程或其他任何热力学性质，我们必须计算其正则配分函数 Z：

Z =
1

N !h3N

∫
· · ·
∫
e−βEdr1 · · · drNdp1 · · · dpN . (8.93)

上式中的动量的积分可以很容易地作出，因此我们有：

Z =
1

N !

(
2πm

βh2

)3N/2

,

Q =

∫
· · ·
∫

exp

−β
∑
i<j

ϕ(rij)

 dr1 · · · drN , (8.94)

公式 (8.94)中的 Q被称为位形积分
• • • •

。所以，实际气体的正则配分函数的计算完全依赖于

系统位形积分的计算。一般来讲，位形积分的计算是比较复杂的，因此往往需要运用各种

近似方法，其中最为常见的就是集团展开
• • • •

的方法。18 下面我们就简要
• •

介绍一下这个方

法。所谓简要是指我们将不太顾忌数学上的严格性，而更侧重所得到的物理结果。19

在集团展开方法中，我们首先定义函数：

fij = e−βϕ(rij) − 1 . (8.95)

我们将假定分子之间的相互作用是短程的，也就是说，势函数 ϕ(rij)（从而函数 fij 也是

如此）当分子之间距离 rij 超过其作用力程时迅速地趋于零。这个假设是有其物理根据的，

多数中性分子组成的气体都满足这个条件。具体地确定分子之间相互作用势的具体形式

是个十分复杂的量子力学问题。我们这里并不准备深入分析。我们所需要的只是势函数的

短程性，这个力程一般只是分子大小的几倍。所以，函数 fij 只是在空间的很小的（大约

只有分子尺度的大小）区域中才不为零。集团展开正是将 fij 作为微扰
◦ ◦

来处理的一种展

开。我们可以将位形积分写成：

Q =

∫
· · ·
∫ ∏

i<j

(1 + fij)dr1 · · · drN

≈
∫

· · ·
∫ 1 +

∑
i<j

fij

 dr1 · · · drN , (8.96)

其中我们仅仅保留了展开式的头两项。第一项的贡献为 Q = V N，与动量部分的积分结合

正好给出理想气体的正则配分函数。所以，第一项就代表了理想气体的贡献。第二项含有

18这个方法首先是由Mayer夫妇（J.E. Mayer & M.G. Mayer）提出的。
19集团展开方法是一个相当严格的理论，有兴趣的读者可以参考相应的参考文献 [8, 9]。我们这
里虽然进行了一些不必要的假设，但是所得到的物理结论与严格的理论相同。
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一个 fij，它的贡献代表了对于理想气体的修正。这个修正一共有 N(N − 1)/2项并且每

一项的贡献都相等，我们忽略 N 与 (N − 1)的区别，得到：

Q = V N

(
1 +

N2

2V 2

∫
f12dr1dr2

)
, (8.97)

如果我们引入 r1和 r2的质心坐标 R = (r1 + r2)/2和相对位置 r = r2 − r1，那么我们发现
函数 f12只依赖于相对位置 r，所以我们可以将 R积分出来，它又贡献一个因子 V。所以

我们有：

Q = V N

(
1 +

N2

2V

∫
f12dr

)
, (8.98)

系统的热力学性质直接与位形积分的对数有关，我们将上式取对数并且将对数函数展开

得到：

logQ = N logV +
N2

2V

∫
f12dr . (8.99)

我们引入第二维里系数
• • • • • •

B2(T )，其定义为：

B2(T ) = −N
2

∫
f12dr . (8.100)

于是，系统位形积分的对数可以写成：

logQ = N logV −B2(T )
N

V
. (8.101)

运用热力学公式我们立刻得到系统的压强（状态方程）：

p =
NkBT

V

(
1 +

B2(T )

V

)
. (8.102)

这就是实际气体状态方程的近似表达式。我们看到，只要知道了分子之间相互作用势的形

式，就可以计算出第二维里系数 B2(T )从而得到气体状态方程相对于理想气体的偏离。

一般地可以证明，实际气体的状态方程可以写成 1/V 的级数，其系数称为维里系数，这

正是昂尼斯（Onnes）方程的形式。因此，统计物理的集团展开给了昂尼斯方程一个微观
解释。20

¶要具体的计算维里系数必须知道分子之间相互作用势的具体形式。一个非常常用的
半经验公式是所谓的列纳德－琼斯势（Lenard-Jones potential）：

ϕ(r) = ϕ0

[(r0
r

)12
− 2

(r0
r

)6]
, (8.103)

也就是说，在小的距离上是一个正比于 1/r12 的排斥势，而在大的距离上是一个正比于

1/r6 的吸引势。这个势能有时又被称为 12− 6势，它由两个参数描述：ϕ0 标度势能的大
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图 8.1: 列纳德－琼斯势的示意图。

小；r0 标度相互作用的力程。
21 在图 8.1中我们画出了列纳德－琼斯势的示意图。列纳德

－琼斯势可以相当好地描述分子之间的相互作用，但是利用它计算维里系数还是比较复

杂的。为了简化计算，我们将采用更为简化的势模型：

ϕ(r) =

 +∞ r < r0

− ϕ0

(r0
r

)6
r ≥ r0

(8.104)

也就是说，在大距离上与列纳德－琼斯势一致，在小距离处我们用硬心势（或者称钢球

20我们这里做了两个近似，第一个近似是在得到公式 (8.96)的时候；第二个近似是在得到公
式 (8.99)的时候。以上每一个近似都会引人误差，但是更为严格的理论分析表明：它们所引人的
误差相互抵消了。所以我们得到的实际气体的状态方程 (8.102)以及相应的第二维里系数的表达
式 (8.100)都是正确的。

21这个势是一个半经验的公式。由它计算出来的实际气体的状态方程与实验符合的相当好。中
性分子在大距离上的、正比于 1/r6 相互吸引势是有它的量子力学基础的。这种相互作用被称

为范德瓦耳斯
• • • • •

相互作用，它实际上是电偶极相互作用的量子力学体现。
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势）来替代列纳德－琼斯势中的 1/r12的排斥势。利用球坐标进行计算，我们最终得到如

下的第二维里系数表达式：

B2(T ) = b− a

NkBT
, (8.105)

其中常数 a和 b与势能参数 r0和 ϕ0之间的关系为：

a =
2π

3
N2ϕ0r

3
0 , b =

2π

3
Nr30 . (8.106)

从而气体的状态方程可以写为：

p =
NkBT

V − b
− a

V 2
, (8.107)

这正是范德瓦耳斯（Van der Waals）气体的状态方程。所以我们看到范氏气体可以看成是
分子之间由一个短程排斥和长程吸引时的气体的状态方程。常数 b体现了分子的固有体积

（短程排斥）效应；而常数 a则体现了相互吸引的强弱。

相关的阅读

这一章我们讨论了经典的系综理论，对于量子系综理论（密度算法的表述方式）则没

有涉及。有一定量子力学基础的读者可以参考 Landau的书 [3]。系综理论的一个经典应用
是非理想流体的物态方程（例如Mayer的集团展开理论），由于课时的限制，我们没有把
它完整包含进来而只是提供了一个简化的版本。想要深入讨论这个问题的读者可以参考

[11, 8, 9]等书籍。我包含进来了一节关于自旋模型的讨论。其主要目的是要让读者了解这
个十分广泛而活跃的领域：临界现象与相变。可以说各种相变和临界现象一直是近年来凝

聚态物理和统计物理的活跃的前沿。希望我们简短的讨论能够使大家稍微领略一下这些

进展。更为详细的讨论可以参考 [10]。

刘川
135



第九章 非平衡态统计

章

• 玻耳兹曼微分积分方程（ 46）

• 玻耳兹曼 H定理（ 47）

• 细致平衡与平衡分布（ 48）

• 输运现象（ 49）

面我们讨论的主要是平衡态统计物理，这也是发展的比较完善的统计物理分支，

它主要研究的是处于平衡态的宏观体系的统计性质。但是我们知道，在实际的

应用过程中常常会遇到所研究的系统并不处于平衡态，其中往往还伴随有不可逆过程的

进行。例如：物质从高密度的区域向低密度区域的扩散过程；高温向低温的热传导过程；

粘滞现象；金属在外场中的导电现象等等。这些现象比起平衡态的统计问题要复杂得多。

研究这些问题就是统计物理的另一个重要分支－非平衡态统计物理。

非平衡态统计物理的起源是分子运动论，而首先开创这方面研究的就是统计物理的

奠基人之一，奥地利物理学家玻耳兹曼。他首先研究了稀薄气体趋于平衡的问题，推导出

了著名的玻耳兹曼微分积分方程。后来，他又证明了 H 定理，从而在非平衡态时给出了

熵的统计诠释。按照现在的理解，玻耳兹曼所研究的实际上是系统处在离平衡不远时的

统计性质，这是非平衡态统计中发展比较完善的一部分理论（感谢 Boltzmann，Chapman，
Enskog等人的贡献）。真正的远离平衡态的非平衡态统计问题实际上更为复杂，也没有
很完善的理论。这方面的基础是所谓的 BBGKY（是五个物理学家的名字的缩写：Born，
Bogoliubov，Green，Kirkwood，Yvon）序列。这是一个关于系统几率分布函数的一个无
穷序列耦合方程。要想真正进行计算，必须对它进行某种截断（这相应于某种近似）。总

之，这方面的研究一直是非平衡态统计物理发展的前沿。
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本章中我们将主要讲述玻耳兹曼的（近平衡的）非平衡态统计物理理论，特别是玻耳

兹曼微分积分方程以及它的重要推论－ H 定理；然后我们利用这个方程来讨论各种输运

现象。最后，我们将简单讨论一下涨落现象。

46 玻耳兹曼微分积分方程

¶考虑处于非平衡态的气体中的分子，玻耳兹曼理论的基本假设之一就是所谓的
局域平衡
• • • •

假设。这个假设是说，虽然系统是处于非平衡态，系统在各个位置的性质可以

不同，但是我们可以在系统中取宏观小、微观大的一个小体积元，在任意一个时刻该小体

积元内的子系统（依然是一个宏观系统，所以说是微观大）仍然可以看成是处于平衡的。

这就是所谓的 局域平衡假设
• • • • • •

。所以，我们可以用 f(r, v, t)drdv来表示在时刻 t，处于位

置 r处的小体积元 dr内，速度处于 v处的小速度体积元 dv内的平均气体分子数目。我们
的目的就是要得到关于 单粒子分布函数

• • • • • • •
f(r, v, t)的一个方程。

在 dt间隔内，在上述空间及速度体积元内的分子数目的改变为：

∂f(r, v, t)
∂t

dtdrdv . (9.1)

这个改变可以由下列两个原因引起：一个是处于该体积元内的气体分子由于本身的速

度 -速度在 dt间隔内的积分会改变分子的位置 -或外场引起的分子的加速度 -加速度在 dt

间隔内的积分会改变分子的速度 -所引起的，这种改变是连续的变化，称为 漂移变化
• • • •

（drift change）；另一种变化是由于分子之间的碰撞引起的分子数目的改变，我们称之
为碰撞变化

• • • •
（collision change）。下面我们将分别计算这两种变化所带来的贡献。

¶我们首先计算比较简单的漂移变化。考虑由 drdv组成的（六维的）体积元，它由
六对超平面组成： (x, x+ dx)，· · ·，(v3, v3+ dv3)。我们只要计算在 dt时间内分别从这六

对超平面进出体积元的分子数就可以了。以位于 x处的超平面为例，如果分子要在 dt时

间间隔后进入该体积元，那么它目前必须处在“底面积”为 dA = dydzdv1dv2dv3，高为

ẋdt的柱体内。这个柱体内的分子数为： (fẋ)xdtdA。同样，在时间间隔 dt内，从 x+ dx

超平面处流出的分子数为：

(fẋ)x+dx =

[
(fẋ)x +

∂

∂x
(fẋ)dx

]
dtdA .

这两个贡献相减就得到从 (x, x + dx) 这一对超平面进入体积元的净分子数：

− ∂
∂x(fẋ)dtdrdv。通过类似的讨论，我们可以得到其他 5对超平面的贡献。于是，由于运

动所引起的漂移变化可以写成：1(
∂f

∂t

)
D

= − [∇r · (f ṙ) +∇v · (f v̇)] , (9.2)

1对于熟悉流体力学的读者，这部分的推导是不必要的。它完全与流体力学中连续方程的推导类

似。
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其中 (∂f/∂t)D 中的脚标 D代表是漂移（Drift）引起的分布函数的时间变化率。

¶比较复杂的是碰撞所引起的分布函数的变化率，这时我们必须讨论分子之间碰撞的
细节。我们首先假定气体是稀薄的，因此三个气体分子发生三体碰撞的概率是极小的，所

以我们将仅仅考虑两体碰撞。这里，我们再考虑最为简化的情形，即假设气体分子可以看

成是一个经典的理想刚球。在图 9.1中我们显示了两个理想刚球发生碰撞的情形。我们用

图 9.1: 两个刚性的气体分子发生碰撞的示意图。

m1和m2来表示两个气体分子的质量；它们的直径分别为 d1和 d2；碰撞前的速度分别为

v1和 v2；碰撞后的速度分别为 v′1和 v′2。我们进一步假定碰撞是弹性的，于是由动量守恒
和能量守恒我们得到：  m1v1 +m2v2 = m1v′1 +m2v′2 ,

1

2
m1v21 +

1

2
m2v22 =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 .

(9.3)

以上守恒方程共有 4个，所以还不足以全部确定碰撞后分子的速度 v′1和 v′2（六个变量）。
我们还必须指定碰撞发生的方向 n。碰撞的方向 n给定后所有的参数就完全确定了。我们
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可以将碰撞后的分子速度表达为：
v′1 = v1 +

2m2

m1 +m2
[(v2 − v1) · n]n ,

v′2 = v2 −
2m1

m1 +m2
[(v2 − v1) · n]n ,

(9.4)

很容易验证：两个分子的相对速度 v2 − v1 的大小在碰撞前后是不变的，而它在碰撞方向
n上的投影会变号： {

(v′2 − v′1)2 = (v2 − v1)2 ≡ v2r ,

(v′2 − v′1) · n = −(v2 − v1) · n .
(9.5)

如果愿意，我们还可以将 v1和 v2用 n以及 v′1和 v′2来表达：
v1 = v′1 +

2m2

m1 +m2

[
(v′2 − v′1) · (−n)

]
(−n) ,

v2 = v′2 −
2m1

m1 +m2

[
(v′2 − v′1) · (−n)

]
(−n) ,

(9.6)

如果与公式 (9.4)比较一下我们就不难发现，这两个式子的形式相同，所不同的是 n换
成了 (−n)。这个事实意味着，如果两个分子碰撞前的速度分别是 v′1 和 v′2，碰撞方向为
n′ = −n，那么碰撞后的速度就一定是 v1 和 v2。如果我们称 (v1, v2)到 (v′1, v′2)的碰撞为
正碰撞
• • •

，那么由 (v′1, v′2)到 (v1, v2)的碰撞可以称为反碰撞
• • •

。正反碰撞的这种对称性是

由于经典力学规律的时间反演不变性。

在图 9.1中，我们以第一个分子的中心为球心画出了一个半径为 R12 ≡ (d1 + d2)/2的

球面（用红线表示），它经过第二个分子的中心。假设第二个分子相对于第一个分子的入

射速度与碰撞方向 n的夹角为 θ，显然只有 θ ∈ [0, π/2]时碰撞才能发生。在 dt时间间隔

内，如果第二个分子要在以 n为轴线的立体角 dΩ之内与第一个分子发生碰撞，它必须处

在以 v2 − v1为轴线，以 vr cos θdt为高、以 R2
12dΩ为底的柱体之内。因此，一个

◦ ◦
速度为

v1 的分子，在 dt内与速度位于 dv2 内的分子，在以 n为轴线的立体角 dΩ之内发生碰撞

的次数为：

f2dv2R2
12vr cos θdΩdt ,

其中 f2 = f(r, v2, t)。通常人们用符号 Λ ≡ R2
12vr cos θ，于是上面的碰撞次数可以写成：

f2Λdv2dΩdt . (9.7)

将上式乘以 drdv1 内的分子数 f1drdv1，2 我们就得到了在时间间隔 dt之中，在体积元

dr、速度间隔 dv1 内的分子与速度间隔在 dv2 内的分子在以 n为轴线的立体角 dΩ之内发

生碰撞的次数：

f1f2dv1dv2ΛdΩdtdr . (9.8)
2这里 f1 是 f(r, v1, t)的简写。
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为了不用千万次地重复上面这句无穷复杂且绕口的话，我们给这个碰撞次数一个特别

的名称，称其为元碰撞数
• • • •

。在元碰撞中，原先处于 dv1 和 dv2 中的分子，在以 n为轴线

的立体角中碰撞后，变成了速度位于 dv′1 和 dv′2 中分子。这就是由于碰撞引起的分子数
的减少

◦ ◦
。另一方面，原先不处在 drdv1 内的分子有可能经碰撞被碰到这个区间内。这个

过程恰恰由元反碰撞给出的。类似地，元反碰撞数
• • • • •

为：

f ′1f
′
2dv′1dv′2Λ′dΩdtdr , (9.9)

其中 f ′1 和 f ′2 分别是 f(r, v′1, t)和 f(r, v′2, t)的简写；而 Λ′ = R2
12(v′1 − v′2) · n′ = Λ，其中

我们利用了性质 (9.5)。

于是，我们将由碰撞引起的、在时间间隔 dt内、在 drdv1 中气体分子数目的改变写
成： (

∂f1
∂t

)
C

dtdv1dr , (9.10)

其中脚标 C 表示由于碰撞（Collision）引起的变化率。要得到这个贡献，我们必须将上面
计算出来的元反碰撞数减去元碰撞数，再对第二个分子的速度 dv2 以及碰撞方向 n积分。
为此，我们必须将所有的 dv′1dv′2 换成 dv1dv2。利用正反碰撞的对称性不难证明这个换元
的雅克比行列式为一，所以 dv′1dv′2 = dv1dv2。我们又有： Λ′ = Λ，所以我们得到：(

∂f1
∂t

)
C

dtdv1dr = dtdv1dr
∫

(f ′1f
′
2 − f1f2)dv2ΛdΩ , (9.11)

两边消去 dtdv1dr，将 v1换成 v，v2换成 v1，我们得到碰撞引起的分布函数的变化率为：(
∂f

∂t

)
C

=

∫
(f ′1f

′ − f1f)dv1ΛdΩ , (9.12)

将碰撞引起的变化率与漂移引起的变化率结合我们就得到了著名的玻耳兹曼
• • • •

微分积分方程
• • • • • •

：

∂f

∂t
+∇r · (f ṙ) +∇v · (f v̇) =

∫
(f ′1f

′ − f1f)dv1ΛdΩ . (9.13)

这是一个关于气体分子单粒子分布函数 f(r, v, t)的非线性微分积分方程。该方程的数学
结构是相当复杂的。

¶虽然我们仅仅讨论了两个刚球碰撞情形下的玻耳兹曼方程的推导，但是这个方程实
际上具有更为普遍的适用性。例如，对于一个一般的碰撞，我们只需要将碰撞项中换成相

应的两粒子散射截面就可以了。至于说散射截面的计算，这是力学（或经典或量子）的问

题，不是统计物理要解决的问题。

¶当年玻耳兹曼在推导出方程 (9.13)后认为这个方程是严格的力学结果，没有做任何
假设。后来，他从这个微分积分方程出发推出了 H 定理，于是玻耳兹曼认为他已经完成
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了他的宏愿，即将统计物理完全从纯力学的基础推导出来。但实际上并不是如此。除了我

们前面提到的忽略三体碰撞或更多体碰撞的假设以外，在推导过程之中实际上我们还引入

了一个假设，这个假设是一个具有统计性
• • •

的假设，人们一般称之为 分子
• •

混沌性假设
• • • • •

。

3 具体的说，为了得到两个分别处在 dr1dv1 和 dr2dv2 中两个分子的碰撞数，我们仅仅是
将两个单粒子分布函数乘起来：

f(r1, v1, t)f(r2, v2, t)dr1dv1dr2dv2 , (9.14)

这实际上是一个近似，因为这等于假设相互碰撞的两个分子之间不存在任何的统计关联，

也就是说，双粒子分布函数只是单粒子分布函数的简单乘积。当然这个假设在两个分子相

隔很远时，应当是可以接受的。但是在两个粒子发生碰撞时，两者的分布必然由一定的统

计关联。这在玻耳兹曼方程的推导中被忽略了。如果我们要考虑这个效应，那么关于单粒

子分布函数的玻耳兹曼方程中就会含有双粒子分布函数，我们就必须在推导双粒子分布

函数所满足的方程。那个方程中又会涉及三粒子分布函数等等。最后，对于一个由 N 个

分子组成的系统，我们只能得到 N 个联立的方程序列（ Hierachy），4而不可能得到一个

仅仅包含单粒子分布函数的闭合的方程。

47 玻耳兹曼 H 定理

¶为了研究系统从不平衡趋于平衡的问题，同时也是为了给熵一个统计物理的定义，
玻耳兹曼在苦心钻研后，于 1872年引入了下列的物理量 H，并证明了它满足的一个定

理。玻耳兹曼的定义为：

H(t) =

∫
f(r, v, t) log f(r, v, t)drdv , (9.15)

显然，H(t)只是时间的函数。它随时间的变化率为：

dH

dt
=

∫
(1 + log f)

∂f

∂t
drdv . (9.16)

现在我们将玻耳兹曼微分积分方程 (9.13)带入，得到：

dH

dt
= −

∫
(1 + log f)v · ∇rfdrdv

−
∫
(1 + log f)v̇ · ∇vfdrdv

−
∫
(1 + log f)(ff1 − f ′f ′1)drdvdv1ΛdΩ , (9.17)

3玻耳兹曼本人称之为 Stosszahlansatz，或者说是“碰撞数假设”。
4这实际上就是所谓的 BBGKY序列（Born-Bogoliubov-Green-Kirkwood-Yvon hierachy）。我们这

里就不详细的讨论这个普遍理论了。
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利用高斯定理很容易证明上面式子中的第一项的贡献为零。由于 v̇ = F/m，其中 F为外
力，对于多数的力的形式都满足 ∇v · F = 0。于是，我们很容易说明上面式子的第二项也

为零。因此我们就剩下：

dH

dt
= −

∫
(1 + log f)(ff1 − f ′f ′1)dvdv1ΛdΩdr . (9.18)

将上式中的积分变量 v和 v1互换并不改变积分的数值，我们有：

dH

dt
= −

∫
(1 + log f1)(ff1 − f ′f ′1)dvdv1ΛdΩdr . (9.19)

将公式 (9.19)与公式 (9.19)相加再除以二得到：

dH

dt
= −1

2

∫
(2 + log ff1)(ff1 − f ′f ′1)dvdv1ΛdΩdr . (9.20)

利用正反碰撞的对称性，将上式中的 v和 v′互换，v1和 v′1互换，同时利用 dv′dv′1 = dvdv1
和 Λ = Λ′，我们有：

dH

dt
= −1

2

∫
(2 + log f ′f ′1)(f

′f ′1 − ff1)dvdv1ΛdΩdr . (9.21)

将公式 (9.21)与公式 (9.20)相加再除以二得到：

dH

dt
= −1

4

∫
(log ff1 − log f ′f ′1)(ff1 − f ′f ′1)dvdv1ΛdΩdr . (9.22)

注意被积函数永远是非负的，积分的测度也是正的，所以我们得到：

dH

dt
≤ 0 , (9.23)

这就是著名的玻耳兹曼 H 定理
• •
，它告诉我们由公式 (9.15)所定义的函数 H 是随时间单

调减小的函数。上面的等号当且仅当

ff1 = f ′f ′1 (9.24)

时成立。这个条件被称为细致平衡条件
• • • • • •

。

¶ H 定理指出，当分布函数随时间变化时，H 总是趋向于减小。当系统达到平衡时，
分布函数不再随时间变化，因此 H 也一定达到了它的极小值而不再变化。所以 H 定理给

出了系统趋于平衡的统计物理解释，也给出了趋向平衡的速率。我们知道，系统趋于平衡

的过程是个不可逆过程。在这个过程中系统的熵也是单调增加的。5很自然的猜测就是 H

是一个与系统的熵密切相关的物理量。事实上，对于稀薄的气体，可以取熵的定义为：

S = −kBH + C , (9.25)
5这里提到的熵是在不可逆过程热力学中所讨论的局域熵。这个定义是以局域平衡假设为前提

的。
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其中 C 是一个常数。

¶围绕玻耳兹曼的 H 定理，历史上有过许多激烈的争论。最为重要的就是关于微观

可逆性与宏观不可逆性的矛盾。我们知道，牛顿力学对于时间反演是不变的，所以基于牛

顿力学的所有力学量必定是时间反演不变的，而不可能出现随时间永远单调增加或减少

的量。但是玻耳兹曼方程所推出的 H 定理却预言物理量 H 是单调减少的。我们对于这个

矛盾的解释是这样的。玻耳兹曼定义的物理量 H 不是一个纯力学量，它是一个统计量。

所以，无论从玻耳兹曼方程的推导，还是从 H 的定义看，都包含了统计的成分（分布函

数正是这种统计思想的集中体现）。正因为如此，H 可以是单调减少的，或者说对于一个

宏观系统来讲，H 增加的几率简直是微乎其微。这个可能性甚至比一个不识字的文盲从

字典里随机地选字出来，而选出的排列次序正好与《红楼梦》一字不差还要小。因此，从

统计物理的角度来看，H 定理无疑是没有任何矛盾的。

48 细致平衡条件与平衡分布

¶按照玻耳兹曼的 H 定理，当气体达到平衡时分布函数满足：

f1f2 = f ′1f
′
2 , (9.26)

如果与元碰撞数的公式 (9.8)和元反碰撞数的公式 (9.9)比较我们发现平衡条件意味着在平
衡时元碰撞数与元反碰撞数正好相等。也就是说，这时任何单元的正碰撞和反碰撞的效果

都相互抵消。这就是细致平衡条件的名称的由来。一般说来，如果细致平衡条件得到满

足，系统一定处于平衡态；但反之却未必如此。也就是说，系统处于平衡时不一定要求满

足细致平衡条件。但是，如果系统的分布函数满足玻耳兹曼微分积分方程，上一节的 H

定理的证明告诉我们，细致平衡条件时系统达到平衡的 充分必要条件
• • • • • •

。

现在我们假定系统满足细致平衡条件并达到平衡，我们可以将细致平衡条件取对数

得到：

log f1 + log f2 = log f ′1 + log f ′2 (9.27)

这是一个关于分布函数对数的线性函数方程。它表明分布函数的对数在碰撞前后是个守

恒量。于是我们知道，log f 一定是 1，mv和 1
2mv2 这五个守恒量的线性组合。所以我们

发现分布函数一定可以写成：

f = n

(
m

2πkBT

)3/2

exp
(
− m

2kBT
(v− v0)2

)
, (9.28)

其中五个常数 n，T 和 v0 的物理意义分别为分子数密度、温度和气体的整体宏观速度。
一般说来，这些常数都还可以是位置 r的函数。但是，由于细致平衡条件和玻耳兹曼方程
我们知道：

v · ∇rf + F · ∇vf = 0 , (9.29)
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其中 F为单位质量所受的外力。于是我们将分布函数的解 (9.28)带入上式得到：

v · ∇
(
logn+

3

2
log

m

2πkBT
− m

2kBT
(v− v0)2

)
=

m

kBT
F · (v− v0) , (9.30)

上式要对于任意的 v都成立，所以等式两边 v的各个幂次的系数都要相等。其中令 v的三
次方的系数相等得到：

∇T = 0 , (9.31)

即在平衡系统中温度一定是均匀的。如果令条件 (9.30)中的 v的二次方的系数相等，我们
有：

v · ∇(v · v0) = 0 . (9.32)

这个方程的解为：

v0 = a+ ω × r , (9.33)

其中 a和 ω都是常数矢量，分别代表平动速度和角速度。所以处于平衡态的气体只可能

有具有恒定速度的平动和恒定角速度的转动。令式 (9.30)中的 v的一次方的系数相等并利
用 F = −∇φ，我们有：

n = n0 exp
(

m

2kBT
v20 −

m

kBT
φ

)
. (9.34)

如果令式 (9.30)中的 v的零次方的系数相等，我们又得到对于 v0的一个约束：

v0 · F = 0 , (9.35)

即整体运动的速度 v0 必须与外力垂直。例如在重力场中的一个以角速度 ω转动的容器中

的气体，当气体达到平衡时，气体分子的分布函数为：

n = n0 exp
(
mω2

2kBT
r2 − mgz

kBT

)
. (9.36)

49 输运现象

前面几节中我们推导出了玻耳兹曼微分积分方程并利用它证明了著名的 H 定理。下

面我们要利用这个方程来研究流体中的 输运现象
• • • •

。输运现象包含了非常丰富的具体物理

过程，例如扩散、热传导、粘滞现象、导电现象、霍尔效应、巨磁阻现象等等。我们这里

将主要讨论一些简单的、经典输运现象。

49.1 玻耳兹曼方程的驰豫时间近似

¶利用玻耳兹曼微分积分方程研究输运现象就必须求解这个方程。一般来说，这个方
程的求解在数学上是十分复杂的。我们将主要讨论在驰豫时间近似下方程的求解。
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我们注意到，玻耳兹曼方程的复杂性主要在于碰撞项的贡献，这个贡献出现在积分号

下从而使得整个方程不再是简单的微分方程，而成了一个微分积分方程；另外，这一项也

使得方程变成了一个非线性方程。因此，驰豫时间近似就试图将这两个困难克服掉。在驰

豫时间近似下，我们将由碰撞所引起的分布函数的变化率近似写成：(
∂f

∂t

)
c

= −f − f (0)

τ0
, (9.37)

其中 f (0)为系统平衡时的分布函数（与时间无关），τ0是一个具有时间量纲的、与时间无

关的常数，称为驰豫时间
• • • •

。上式就称为玻耳兹曼方程的驰豫时间近似。驰豫时间的物理

意义是系统中分布函数对于其平衡分布函数的偏离的特征衰减时间。一般来讲，驰豫时间

可以与粒子的速度有关，进一步的近似下可以假定它是常数。它一般与分子两次碰撞之间

经历的平均时间间隔是同一个数量级的。于是，在驰豫时间近似下玻耳兹曼方程变为：

∂f

∂t
+∇r · (f ṙ) +∇v · (f v̇) = −f − f (0)

τ0
. (9.38)

我们看到，在驰豫时间近似下，玻耳兹曼方程变成了一个线性的偏微分方程。

49.2 流体的粘滞现象

¶考虑一团以宏观速度 v0 沿 y方向流动的流体，并且假定这个流动的宏观速度是坐

标 x的函数。为简单起见，可以假定 v0(x)随坐标 x而线性地增加。现在我们考虑流体中

垂直于 x轴的一个平面 x = x0。在平面 x = x0 右方的流体会给这个平面左方的流体在单

位面积上施加 pxy 的作用力，这就是流体的粘滞现象。牛顿粘滞定律
• • • • • •

告诉我们：

pxy = η
dv0(x)

dx
, (9.39)

其中 η称为流体的（剪切）粘滞系数
• • • •

（sheer viscosity）。6

从微观上看这个力的存在是很好理解的。与平面 x = x0 左方的流体相比，在平面

x = x0 右方的流体的分子平均来说具有较大的 y方向的动量。由于两方分子在 x方向上

的速度没有区别，所以流体分子从左方进入右方和从右方进入左方的机会相等。由于分子

从右方进入左方是携带了较大的动量，所以平均来讲右方的流体就会对左方的流体施加

一个净作用力，或者说右方流体中的动量被输运到了左方。因此我们得到：

pxy = −
∫
mv1v2fdv , (9.40)

其中积分遍及分子速度的所有三个分量。我们发现，如果是一个平衡的麦克斯韦分布，它

是所有速度的偶函数。因此上式积分给出零的结果。但是如果宏观速度 v0 是 x的函数，

6pxy 的单位与压强相同（因为它是单位面积上的力），因此粘滞系数的单位是 Pa · s。之所以称
之为剪切粘滞系数是因为产生的粘滞阻力与速度梯度是垂直的。
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那么相应的零级分布函数仍然可以写成：

f (0) = n

(
m

2πkBT

)3/2

exp
(
− m

2kBT
[v21 + (v2 − v0(x))

2 + v23]

)
, (9.41)

其中 v0(x)是流体宏观流动速度。我们发现，这个分布函数并不是驰豫时间近似下玻耳兹

曼方程 (9.38)的解。因此，我们可以假定方程的解为：

f = f (0) + f (1) , (9.42)

其中 f (1) ≪ f (0)。带入到玻耳兹曼方程 (9.38)中，我们只保留到第一阶得到：

f (1) = τ0v1
∂f (0)

∂v2

dv0
dx

. (9.43)

将此带入 pxy 的表达式 (9.40)并与牛顿粘滞定律 (9.39)比较我们立刻得到：

η = −m
∫
v21v2τ0

∂f (0)

∂v2
dv . (9.44)

对 v2进行分部积分同时假定 τ0 = τ̄0是一个常数，我们发现：

η = nmτ̄0v̄21 = nkBT τ̄0 . (9.45)

我们提到过，驰豫时间 τ̄0 是和分子两次碰撞之间的平均时间间隔同数量级的，即：

λ̄ ∼ v̄τ̄0，其中 λ̄是分子的平均自由程。于是我们有：

η ∼ nkBT
λ̄

v̄
. (9.46)

我们知道分子的平均自由程与流体中的密度 n成反比；而平均速度 v̄ ∼
√
T。所以我们得

到：

η ∝
√
T , (9.47)

而与流体的密度无关。这个重要结论是麦克斯韦首先在 1860年发现的。他当时十分怀疑
这个结果，但实际上被后来的实验所证实。

49.3 金属的电导率

¶如果在金属中加上一个沿 z 方向的、均匀恒定的外加电场 E，那么金属中就会出现
宏观的电流：

J3 = σE , (9.48)

其中 σ 为金属的（直流）电导率
• • •

。这个关系称为欧姆定律
• • • •

，它也可以看成是金属电导

率的定义式。
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我们在第 37.2小节中讨论过，在常温下的多数金属中的传导电子构成的系统应当视
为强简并的电子气体。因此，我们应当运用类似的费米分布来处理它。如果我们加一个均

匀的外电场，那么整个问题与坐标 r无关，因此达到稳恒态时的分布函数应当仅仅是速度
的函数，f = f(v)。将它乘以单位体积中速度空间的量子态数目：2(m/h)3dv，再乘以电
子的电量 (−e)和电子沿外场方向的速度 v3并对速度空间积分，我们就得到金属中宏观电

流的表达式：

J3 = (−e)
∫
fv3

2m3

h3
dv . (9.49)

零级的分布函数是费米分布：

f (0) =
1

eβ(
1
2
mv2−µ) + 1

, (9.50)

显然，如果不存在外电场，由于被积函数是 v3 的奇函数所以积分以后得到零的结果，与

实际相符。如果外电场不为零，那么我们可以利用类似于上一小节的方法来求解驰豫时间

近似下的玻耳兹曼方程。为此我们设：f = f (0) + f (1)且 f (1) ≪ f (0)，其中 f (0)就是无外

场时的费米分布 (9.50)。那么在弛豫时间近似下玻尔兹曼方程的近似解为：

f (1) = −τ0∇v(f
(0)v̇) . (9.51)

现在利用电子的牛顿运动方程：v̇ = (−e)(E/m)ẑ我们得到：

J3 = −e
2E
m

∫
τ0v3

∂f (0)

∂v3

2m3dv
h3

. (9.52)

对于常温下的费米分布，∂f (0)

∂v3
只是在费米面附近才不为零。因此我们完全可以将 τ0 用它

在费米面上的值 τF 来替代。最后利用分部积分并与欧姆定律比较我们得到：

σ =
ne2τF
m

. (9.53)

这就是金属电导率的一个统计结果。这个结果实际上与最早的 Drude模型的结果一致。

49.4 金属的热导率

类似地，我们也可以利用玻尔兹曼方程求解金属中的热导率
• • •

。为此我们假定金属中

存在一个温度梯度 ∇T，那么傅里叶定律
• • • • •

给出：

Jq = −κ∇T , (9.54)

其中 Jq 代表热流密度
• • • •

矢量（单位时间通过单位面积的能量），κ称为热导率
• • •

。

下面我们考虑金属中传导电子所贡献的热导率。类似于电流密度的表达式 (9.49)，传
导电子的热流密度可以表达为：

Jq =
2m3

h3

∫
dv(ε− µ)vf(r, v, t) . (9.55)
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显然，如果我们用均匀温度的自由费米分布 (9.50)带入上式，由于 f(v)是 v的偶函数而
其余的因子是 v的奇函数，因此积分之后我们得到零。这对应于没有温度梯度时不会有
净的热流存在。如果我们假定温度存在微小的不均匀，我们仍然可以假定 f (0) 由 (9.50)
给出，只不过其中的温度 T = T (r)是位置 r的函数。这时很容易发现，f (0) 不再是玻
尔兹曼方程的解。我们需要利用弛豫时间近似来求解玻尔兹曼方程：f = f (0) + f (1)，

f (1) ≪ f (0)。我们求解得到的 f (1)为（准到∇T 的一阶）：

f (1)(v) ≃ τ0(ε− µ)
∂f (0)

∂ε
v · ∇T

T
. (9.56)

将此式带入 (9.55)，注意积分号下会出现并矢 vv的积分，这个积分实际上只有对角元不
为零。同时我们可以替换：mv21 = mv22 = mv23 = (2/3)ε。因此，热导率张量在我们目前

的近似下实际上是对角的。现在与傅里叶定律比较我们就得到了热导率的表达式：

κ =
τF
mT

∫
dεg(ε)(ε− µ)2

2

3
ε

(
−∂f

(0)

∂ε

)
, (9.57)

其中 g(ε) ≡ (4π/h3)(2m)3/2ε1/2 为电子的态密度
• • •

。我们现在可以对这个式子进行分部积

分，剩下的积分可以利用第 37.2小节中的 Sommerfeld展开 (7.75)来处理。经过一些计算
我们得到：

κ =
π2

3

nτF
m

k2BT . (9.58)

我们看到，热导率正比于温度 T，这个的起因与我们在第 37.2小节中提到的电子气的热
容量正比于 T 的原因是一样的：并不是所有的传导电子都是“活跃”的，仅仅是位于费

米面附近 kBT/εF 比例的电子是“活跃”的，因此热导率也正比于温度 T。

¶结合这一小节的热导率的公式 (9.58)和前面关于金属电导率的公式 (9.53)我们可以
做出下面的洛伦兹数

• • • •
（Lorenz number）：

L ≡ κ

σT
=
π2

3

k2B
e2

. (9.59)

这就是著名的Wiedemann-Franz定律。正如我们在第 37.2小节中提到的，比例系数 π2/3

（而不是经典的 2）是 Sommerfeld理论的重要成就之一。

相关的阅读

由于历史的原因，关于非平衡统计的讨论总是应当包含在一个“正统”的统计物理的

教材中的。但是，实际上这部分内容往往也是很难讲述清楚的，因为它涉及道许多很专门

的技术，同时它的应用又十分的广泛。所以，我们的讨论颇有“鸡肋”之嫌，对此我深表

歉意。其实这部分内容是需要完整的一个课程来讲述的。我建议有兴趣的读者参考 [2, 8]，
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当然，如果您觉得这些书也不能尽兴，可以考虑参考 Chapmann的原著，不过近年来能真
正欣赏他的书的读者越来越少了。7

7S. Chapman & T.G. Cowling, The Mathematical Theory of Non-uniform Gases, 3rd ed., Cambridge
University Press, 1990, reprinted 1995.
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附录 A 概率与随机过程

们这个课程中经常地使用的一个概念就是几率，或者用数学上更为通用的说法叫

做概率。1另外，随即过程也是与统计物理密切相关的数学分支。在这个课程中

我们并不需要概率论和随即过程的详细知识，我们只是将概率论和随机过程的基本概念和

结果做一个介绍而并不要求数学上的严格。对此有偏好的人可以去参照专门的数学书籍。

1 概率、随机变量与分布函数

从数学上讲，概率是定义在一个样品空间（sample space）上的一种归一的测度
（measure）。要讨论清楚概率的数学基础，必须利用集合和测度的数学概念。我们这里并
不想仔细的论述，有兴趣的读者可以参考有关的数学教材。所谓归一，就是说所有可能事

件中必有至少一个发生（这个集合称为全集，一般记为 Ω）的概率是一：P (Ω) ≡ 1。

两个事件，以集合A和B来表示，那么集合A∩B则代表了A与B同时出现的概率。

如果 A∩B = ∅，其中 ∅代表空集，也就是说 A与 B两个事件不可能同时出现，我们说 A

与 B两个事件是互相排斥
• • • •

的。两个事件 A与 B的并
•
：A∪B代表这两个事件至少有一

个出现的事件集合。如果这两个事件是互相排斥的，我们有：P (A ∪B) = P (A) + P (B)。

更为一般地，我们有：

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) , (A.1)

如果两个事件 A与 B 满足：P (A ∩ B) = P (A)P (B)，我们称这两个事件是独立
• •

的。两

个事件的条件概率
• • • •

P (B|A)代表了出现事件 B的同时，事件 A出现的概率，它由下式定

义：

P (B|A) = P (A ∩B)

P (B)
, (A.2)

条件概率实际上是以 B 为全集时，事件 A出现的概率。

1我们在课程中总是用“几率”这个词，与此相关的词语还有：“几率密度”、“等几率”、“最

可几”等等。如果用数学上更通用的“概率”一词，上述词语应当变为：“概率密度”、“等概

率”、“最概然”等等。
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一个随机变量
• • • •

（stochastic variable）X 是从样本空间到实数空间的一个映射，它的取

值我们一般用 {xi}来表示。随机变量可以分为离散随机变量和连续随机变量两类。所谓
离散随机变量是指样本空间 Ω上的随机变量 X 的可能取值的集合：X(Ω) = {x1, x2, · · · }
是一个分立的可数集合。我们可以由 X(Ω)为样本空间构成一个概率空间，它对于每一个

X 的可能取值 xi赋予一个概率 f(xi)。显然，f(xi)必须是正的，并且满足归一条件：∑
i

f(xi) = 1 , (A.3)

这样的一个概率函数 f 称为（离散的）随机变量 X 的分布函数。

一个连续的随机变量 X 的取值集合 X(Ω)是一个不可数的集合，这里我们以实数域

R为例，但也可以是更为复杂的集合。这时我们可以以X(Ω) = R为样本空间，构造一个

概率空间。如果存在一个分段连续的函数 f(x)，使得X 的取值落在区间 [a, b]中的概率等

于：2

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
f(x)dx , (A.4)

我们就称 f(x)为（连续的）随机变量 X 的分布函数或称为概率密度
• • • •

。

2 常见的概率分布函数

2.1 二项式分布

如果我们进行 N 次统计独立的实验，每次实验的结果只可能为两个：比如说 +1和

−1，他们对应的概率分别为 p和 q = 1− p。那么在总共N 次实验中，+1出现 n1次，−1

出现 n2次（显然 n1 + n2 = N）的组合概率为：

PN (n1) =
N !

n1!n2!
pn1(1− p)N−n1 , (A.5)

这个分布就称为二项式分布
• • • • •

。

一个最为直接的物理的例子，就是所谓的一维无规行走问题，或者说，这也是一维粒

子的布朗运动的一个相当好的描述（至少在长时间尺度上）。

2.2 Poisson分布

如果在二项式分布中令 N ≫ 1和 p≪ 1，但是 Np = n̄为有限，那么我们得到：

PN (n) =
n̄n

n!
e−n̄ , (A.6)

这个分布是归一化的：
∑

n PN (n) = 1，并且 n的平均值为 n̄，而其涨落为：(∆n)2 =

Np(1− p) ≈ Np = n̄。

2注意，这里的积分是在 Lesbegue意义下的积分，而不是 Riemann意义下的积分。
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2.3 高斯正态分布

一个连续随机变量 x，如果其分布函数为：

p(x) =
1√
2πσ2

exp
(
−(x− x̄)2

2σ2

)
, (A.7)

那么我们称之为高斯（正态）分布，其中 x̄为变量 x的平均值（期望值），σ2是变量 x的

均方涨落。

3 随机过程

考虑一个具有随机过程的系统，该系统的性质由一个随机变量 ξ 来描述，我们用

P1(ξ1, t1)来表示随机变量 ξ 在时刻 t1 时取值为 ξ1 的概率（密度）；用 P2(ξ2, t2; ξ1, t1)来

表示随机变量 ξ 在时刻 t1 时取值为 ξ1、在时刻 t2 时取值为 ξ2 的联合概率。更为普遍的，

我们用 Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)来表示随机变量 ξ 在 t1，t2，· · ·，tn 时刻分别取值为
ξ1，ξ2，· · ·，ξn的联合概率。这些概率分布可以逐级地被约化为次一级的概率分布：∫

Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)dξn = Pn−1(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn−1, tn−1) . (A.8)

最后，概率分布 P1(ξ1, t1)是归一化的。

人们通常感兴趣随机变量 ξ 在不同时刻的关联函数。系统的一个 n点关联函数被定

义为：

⟨ξ1(t1)ξ2(t2) · · · ξn(tn)⟩ =
∫
ξ1ξ2 · · · ξnPn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn)dξ1dξ2 · · · dξn . (A.9)

一个所谓平稳随机过程
• • • • • •

是指对于任意的 n和 t0都有：

Pn(ξ1, t1 + t0; ξ2, t2 + t0; · · · ; ξn, tn + t0) = Pn(ξ1, t1; ξ2, t2; · · · ; ξn, tn) . (A.10)

也就是说，所有的概率分布具有时间平移不变性。物理系统在达到平衡或稳衡状态时，

其概率分布一定是平稳的。做为上面这个定义的一个特例，一个平稳随机过程的概率

P1(ξ1, t1) = P1(ξ1)与时间无关。

我们引入（一到一）的条件概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)，它的定义是：在时刻 t1 取值为 ξ1

的随机变量 ξ在时刻 t2取值 ξ2的概率（密度）。它满足：

P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2) = P2(ξ1, t1; ξ2, t2) , (A.11)

条件概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)又被称为转移概率
• • • •

（transition probability），它反映了一个随机

过程在不同时刻、不同状态之间的转移的几率，我们有：

P1(ξ2, t2) =

∫
P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)dξ1 . (A.12)

类似于上面引入的一到一条件概率，一般来讲，我们还可以引入 p到 q 的条件概率：

Pp|q(ξ1, t1; · · · ; ξp, tp|ξp+1, tp+1 · · · ; ξp+q, tp+q)。
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4 Markov过程

一个一般的随机过程中，刻划它的概率函数由一系列的概率密度 Pn 和条件概率 Pp|q

来描述。如果一个随机过程对过去的记忆是短暂的（好幸福啊），具体的说，如果它只有

最近的过去的记忆，那么这个过程的 n− 1到 1的条件概率必定满足：

Pn−1|1(ξ1, t1; · · · ; ξn−1, tn−1|ξn, tn) = P1|1(ξn−1, tn−1|ξn, tn) . (A.13)

一个满足上式的随机过程称为一个马尔可夫过程
• • • • • •

（Markov process），一个马尔可夫过程

完全由 P1(ξ, t)和其转移概率 P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)所确定。例如，对于 P3，我们有：

P3(ξ1, t1; ξ2, t2; ξ3, t3) = P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t2)P1|1(ξ2, t2|ξ3, t3) . (A.14)

也就是说，在一个马尔可夫过程中，每一次的跃迁都是独立的，多次跃迁的几率就是单次

跃迁几率的乘积。

下面我们研究一个马尔可夫过程中概率密度随时间的变化率。取一个无穷小时间间

隔 τ 并取 t2 = t1 + τ，我们有：

P1(ξ2, t1 + τ) =

∫
P1(ξ1, t1)P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1 + τ)dξ1 . (A.15)

现在，我们将上式对小的 τ 做泰勒展开。注意到：P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1) = δ(ξ1 − ξ2)，同时，

考虑到 P1|1的归一化在 O(τ)也得以保持，我们必定有：

P1|1(ξ1, t1|ξ2, t1 + τ) = δ(ξ1 − ξ2)

(
1− τ

∫
dξWt1(ξ1, ξ)

)
+ τWt1(ξ1, ξ2) . (A.16)

这里我们引入了单位时间中的转移概率Wt(ξ1, ξ2)，于是，我们得到：

∂P1(ξ2, t)

∂t
=

∫
dξ1 [W (ξ1, ξ2)P1(ξ1, t)−W (ξ2, ξ1)P1(ξ2, t)] , (A.17)

这就是著名的主方程
• • •

。注意，我们假定了单位时间的跃迁几率W (ξ1, ξ2)并不明显地依

赖于时间。

细心的读者一定会注意到：这里的主方程与我们在非平衡统计中推导的玻耳兹曼微分

积分方程十分类似。实际上，玻耳兹曼微分积分方程可以作为主方程的一个特例来得到。

5 Fokker-Planck方程

如果随机变量 ξ 的取值是连续的，那么它的变化只能够连续地进行，这时主方程可

以进一步简化为一个纯粹的微分方程，这就是著名的福克－普朗克方程（Fokker-Planck
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equation）。我们用 y = ξ2 − ξ1 来表示随机变量的微小变化，将主方程对 y展开，我们得

到：
∂P1(ξ, t)

∂t
= − ∂

∂ξ
[α1(ξ)P1(ξ, t)] +

1

2

∂2

∂ξ2
[α2(ξ)P1(ξ, t)] , (A.18)

其中函数 α1(ξ)和 α2(ξ)为跃迁的矩，其定义为：

αn(ξ) =

∫
dyynW (ξ, ξ + y) . (A.19)

物理学中许多方程都具有福克－普朗克方程的形式，典型的就是扩散方程。如果想象力丰

富一些，你还会联想到薛定谔方程。
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