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第 35 届全国中学生物理竞赛复赛理论考试试题解答 

 

一、假设地球是一个质量分布各向同性的球体。从地球上空离地面高度为 h 的空间站发射一

个小物体，该物体相对于地球以某一初速度运动，初速度方向与其到地心的连线垂直。已知

地球半径为 R ，质量为M ，引力常量为G 。地球自转及地球大气的影响可忽略。 

   （1）若该物体能绕地球做周期运动，其初速度的大小应满足什么条件？ 

   （2）若该物体的初速度大小为 0v ，且能落到地面，求其落地时速度的大小和方向（即

速度与其水平分量之间的夹角）、以及它从开始发射直至落地所需的时间。 

    已知：对于 0c  ， 2 4 0b ac = −  ，有 

  
( )

2

3/22

d 2
arcsin

2

x x a bx cx b cx b
C

c ca bx cx

+ + +
= − +

−+ +
  

式中C 为积分常数。 

 

参考解答： 

（1）解法（一） 

    假设小物体初始速度大小为 0v ，在地球引力场中其能量为 

        2

0

1

2

Mm
E m G

R h
= −

+
v  

式中m 是小物体的质量。小物体相对于地球中心的角动量为 

        ( )0L m R h= +v  

该物体能绕地球做周期运动，其能量应 

    0E    

由此条件以及 E 的表达式，得 

  2

0

2GM

R h


+
v ，即 0

2GM

R h


+
v           ① 

    物体能绕地球做持续的周期运动，不能坠落到地球表面。当物体初始速度
0v 降低到某

个值
0minv 时，物体运动的椭圆轨道将与地球表面相切，设这种情况下物体在与地球表面相

切时的运动速度为 v，由角动量守恒定律 

  ( )0minm R h m R+ =v v ，即 0min

R h

R

+
=v v         ② 

    由能量守恒定律有 

  2 2

0min

1 1

2 2

Mm Mm
m G m G

R h R
− = −

+
v v              ③ 

将②式代入③式得 

  
( ) ( )0min

2

2

GMR

R h R h
=

+ +
v            ④ 

    当物体初速度
0v 低于

0minv 时，其轨道都将与地球表面相交，因此会坠落到地面上。所

以物体绕地球作椭圆或圆形轨道运动，但不会坠落到地球表面的条件是 
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( )( )

0

2 2

2

GMR GM

R h R h R h
 

+ + +
v                      ⑤ 

解法（二） 

该物体能绕地球做周期运动，其运动轨迹应为椭圆（圆被视为椭圆的特殊情形），设其

近或远地点之一与地心的距离和速度大小分别为
1r 和 1v ，另一近或远地点与地心的距离和速

度大小分别为
2r 和

2v 。由角动量守恒和能量守恒有 

  
1 1 2 2r r=v v                                 ① 

        2 2

1 2

1 2

1 1

2 2

Mm Mm
m G m G

r r
− = −v v                                      ② 

式中m 是小物体的质量。消去 2v 得 

  2

12 2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1 2
0

GM GM

r r r r r

 
− − − = 

 
v

v v
          

将
1r 和 1v 视为已知，上式是

2

1

r
满足的一个一元二次方程。

2 1r r= 显然满足方程①②，因而
1

1

r
 

是一元二次方程的解。利用韦达定理，另一解是 

  
2

2 1 1 1

1 1 2
1

GM

r r r

 
= − 

 v
              ③ 

    显然，
2r R ，且有限，故有 

  
2

1 1
0

r R
                ④ 

由③④式得，当 1r 给定时， 1v 必须满足 

  
( )

1

1 1 1

2 2GMR GM

r r R r
 

+
v . 

由题意知 

         1r R h= + ， 1 0=v v  

故有 

  
( )( )

0

2 2

2

GMR GM

R h R h R h
 

+ + +
v           ⑤ 

（2）如果 

  
( )( )

0

2

2

GMR

R h R h


+ +
v             ⑥ 

则物体会落到地球上。根据能量守恒，它落到地面时的速度大小 v满足方程 

  2 2

0

1 1

2 2

Mm Mm
m G m G

R R h
− = −

+
v v              ⑦ 

由⑦式得 

  
( )

2 2

0 0

2 2 2GM GM GMh

R R h R R h
= + − = +

+ +
v v v         ⑧ 

设物体落地点相对于地心的矢径与物体初始位置相对于地心的矢径之间的夹角为 。根据角

动量守恒，物体落到地面时的水平速度 v 满足方程 

  ( ) 0R R h = +v v  

上式即 

  0

R h

R


+
=v v               ⑨ 

物体的速度方向与水平面的夹角是 
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( ) 0

2 2

0

arccos arccos
2

R h

GMRh
R

R h


+

= =

+
+

vv

v
v

        ⑩ 

    将物体的运动用极坐标 ( )t 、 ( )r t 描写，角动量守恒和能量守恒可分别表为 

  ( )2

0

d

d
r R h

t


= + v              ⑪ 

和 

  

2 2

2 2

0

1 d 1 d 1

2 d 2 d 2

r Mm Mm
m mr G m G

t t r R h

   
+ − = −   

+   
v       ⑫ 

消去
d

dt


得 
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2 2

0 2
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d
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+
= − − + + −

+

v
v         ⑬ 

物体从开始发射直至落地需要的时间为 
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+

=
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v
v

v v

       ⑭ 

取参量 ( )
2 2

0a R h= − + v ， 2b GM= ， 2

0

2
0

GM
c

R h
= − 

+
v ，有 

         ( )

( )

2

22 2 2

0 0

2
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0

4

2
  (2 ) 4

2
  4 0
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GM R h

R h
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= + + − 
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= + −  
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利用题给积分公式，完成积分得 

  

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
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0

3
22
0

22 2
0 0

2
2

2

π
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t R h h

GM R h R h
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GM

GM R h GM R h R h

+
= − +
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   + − −+
+ +  
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v
v

v
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   ⑮ 

当初始速度大小为临界值
( )( )

0

2

2

GMR

R h R h
=

+ +
v 时，下落时间为 

   

3

2π 2

2

R h
t

GM

+ 
=  

 
 

 

 

二、如图，一劲度系数为 k 的轻弹簧左端固定，右端连一

质量为m 的小球；弹簧水平，它处于自然状态时小球位于

坐标原点O ；小球可在水平地面上滑动，它与地面之间的

动摩擦因数为  。初始时小球速度为零，将此时弹簧相对 x O 

m 

-A0 

t=0 
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于其原长的伸长记为
0A− （

0 0A  ，但
0A 并不是已知量）。重力加速度大小为 g ，假设最大

静摩擦力等于滑动摩擦力。 

（1）如果小球至多只能向右运动，求小球最终静止的位置，和此种情形下 0A 应满足的条件； 

（2）如果小球完成第一次向右运动至原点右边后，至多只能向左运动，求小球最终静止的

位置，和此种情形下 0A 应满足的条件； 

（3）如果小球只能完成 n 次往返运动（向右经过原点，然后向左经过原点，算 1 次往返），

求小球最终静止的位置，和此种情形下 0A 应满足的条件； 

（4）如果小球只能完成 n 次往返运动，求小球从开始运动直至最终静止的过程中运动的总

路程。 

 

参考解答： 

（1）若 

              
0kA mg      或    00

g

k
A

m
                          ①                              

小球静止于其初始位置 

               
0 0x A= −                                                  ② 

    若 

              0A
mg

k


      或    

0kA mg                      

小球能向右运动。设小球第一次向右运动到速度为零时弹簧的伸长量为 x （其符号暂未确

定），根据功能原理有 

        2 2

0 0

1 1
( )

2 2
kA kx mg A x− = +             

 

由此得 

         0

2 mg
x A

k


= −                ③ 

    当 0x  ，即 

               0

2mg mg
A

k k

 
                                           ④ 

弹簧处于压缩或自由状态，且小球所受向右的弹力 

               1 02 mgF k B kA mg = = −                                   

故小球最终静止于原点左边或原点 

               0

2
0

mg
x A

k


= −                                            ⑤ 

④式中取等号时，⑤式也取等号。                                              

    当 0x  ，即 

               0

2 mg
A

k


                                                                                                

弹簧处于伸长状态，小球所受向左的弹力 

               
0 2 mgkAkx −=                                 

若 kx mg ，即 

               0

2 3mg mg
A

k k

 
                                           ⑥ 

小球最终静止于原点右边 

               1 0

2
0

mg
x B A

k


−= =                                         ⑦ 

（2）解法（一） 

    设在小球完成第一次向右运动后的瞬间，记弹簧的伸长为 1B 。按题意，此后小球至多

只能向左运动。若 
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1B

mg

k


      或    

0

3 mg
A

k


                      

小球能向左运动。设小球第一次向左运动到速度为零时弹簧的伸长量为 x （其符号暂未确

定），根据功能原理有 

        2 2

1 1

1 1
( )

2 2
kB kx mg B x− = −             

 

由此得 

         
1 0

2 4mg
B

m
x A

k

g

k

 
− == −                                   

    当 0x  ，即 

                
0

3 4mg mg
A

k k

 
                                        ⑧ 

弹簧处于伸长或自由状态，小球所受向左的弹力 

               
04x mg mgk kA −=                                  

小球最终静止于原点右边或原点 

                0 0
4 mg

x A
k


− =            ⑨ 

⑨式中取等号时，⑩式也取等号。 

    当 0x  ，即 

               0

4 mg
A

k


                                               

弹簧处于压缩状态，且小球所受向右的弹力 

               0 4k x kA mg−=                                 

如果 k x mg ，即当 

               0

4 5mg mg
A

k k

 
                                          ⑩ 

小球最终静止于 

                1 0

4
0

mg
x A A

k


= − −                                      ⑪ 

    解法（二） 

    设在小球完成第一次向右运动后的瞬间，记弹簧的伸长为 1B 。按题意，此后小球至多

只能向左运动。将将 1B 视为 0A ，利用（1）的结果①②④⑤以及 1B 的表达式⑦可知，当 

                0

3 4mg mg
A

k k

 
                                            ⑧ 

时，小球最终静止于  

                0

4
0

mg
x A

k


= −                                             ⑨ 

⑧式取等号时，⑨式也取等号。当 

               0

4 5mg mg
A

k k

 
                                             ⑩ 

时，小球最终静止于 

               1 0

4
0

mg
x A A

k


 − = −                                         ⑪ 

（3）设小球第 1 次向右运动至速度为零的位置为
1B （

1 0B  ），第 1 次返回至速度为零的位

置为
1A− （

1 0A  ）； ；第 n 次向右运动至速度为零的位置为
nB （ 0nB  ），第 n 次返回至

速度为零的位置为
nA− （ 0nA  ）。由⑦⑪式并类推有 
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0 1

2 mg
A B

k


− = ， 

           
11

2
B

mg
A

k


− = ， 

           
1 2

2
A

mg
B

k


− = ， 

            ….， 

           
1

2
n n

mg
A B

k


− − = ， 

                 
2

n n

mg
B A

k


− = . 

由此得 

                  
0

4
n

n mg
A A

k


= −                                       ⑫ 

将 nA 视为初始压缩量 0A ，利用（1）（2）的结果①②④⑤⑥⑦⑧⑨⑩⑪式以及 nA 的表达式

⑫可知，小球最终静止于 

         0 0

4 4 (4 1)
0,   

n mg n mg n mg
x A A

k k k

  +
= −   当 ，                 ⑬ 

         0 0

2(2 1) (4 1) 2(2 1)
0,   

n mg n mg n mg
x A A

k k k

  + + +
= −   当 ，       ⑭ 

         0 0

2(2 1) 2(2 1) (4 3)
0,   

n mg n mg n mg
x A A

k k k

  + + +
= −   当 ，       ⑮ 

         0 0

4( 1) (4 3) 4( 1)
0,   

n mg n mg n mg
x A A

k k k

  + + +
= −   当            ⑯ 

⑭⑯式中当后式取等号时前式也取等号。 

（4）设小球在由开始运动直至静止整个过程中通过的总路程为 s ，设由功能原理有 

                       2 2
0

1 1

2 2
kA kx mgs− =  

式中， x的值如⑬⑭⑮⑯式所示。由此得 

                       
2 2

0( )
2

k
s A x

mg
= −                                ⑰ 

即 

         0 0

2 4 (4 1)
4 ,   

n mg n mg n mg
s n A A

k k k

   


+
= 


−  


当 ，               ⑱ 

         0 0

(2 1) (4 1) (4 3)
2(2 1) ,   

n mg n mg n mg
s n A A

k k k

  + + + 
= + −   

 
当 ，  ⑲ 

         0 0

2( 1) (4 3) 4( 1)
4( 1)( ),   

n mg n mg n mg
s n A A

k k k

  + + +
= +  − 当       ⑳ 

 

 

三、如图，一质量为 M 、长为 l 的匀质细杆AB自由悬挂于通过坐标

原点O 点的水平光滑转轴上（此时，杆的上端A 未在图中标出，可视

为与O 点重合），杆可绕通过O 点的轴在竖直平面（即 -x y 平面，x 轴

正方向水平向右）内转动；O 点相对于地面足够高，初始时杆自然下

垂；一质量为m 的弹丸以大小为 0v 的水平速度撞击杆的打击中心（打 x 

 y 

O 

M 

m v0 l 

B 
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击过程中轴对杆的水平作用力为零）并很快嵌入杆中。在杆转半圈至竖直状态时立即撤除转

轴。重力加速度大小为 g 。 

（1）求杆的打击中心到O 点的距离； 

（2）求撤除转轴前，杆被撞击后转过 （0 π  ）角时转轴对杆的作用力； 

（3）以撤除转轴的瞬间为计时零点，求撤除转轴后直至杆着地前，杆端 B 的位置随时间 t 变

化的表达式 ( )Bx t 和 ( )By t ； 

（4）求在撤除转轴后，杆再转半圈时O 、B两点的高度差。 

 

参考解答： 

（1）设打击中心位置距转轴距离为 L，水平外力F 作用于打击中心后杆的角加速度为  。

由刚体定轴转动的动力学方程有 

  21

3
FL Ml =                      ① 

式中 21

3
Ml 是杆绕过其端点A （即O 点）的水平轴转动的转动惯量。由①式得 

       
2

3FL

Ml
 =  

在弹丸撞击杆后的瞬间，杆的质心加速度的水平分量为 

  
3

2 2
x

l FL
a

Ml
= =              ② 

设轴对杆的作用力的水平分量为 xF ，由质心运动定理有 

  x xF F Ma− =               ③ 

将②式代入③式，水平外力打击到杆的打击中心处，轴对杆的作用力的水平分量应为零 

  
3

1 0
2

x

L
F F

l

 
= − = 

 
 

由此得，杆的打击中心到O 点的距离为 

  
2

3
L l=                ④ 

（2）弹丸与杆的碰撞过程满足动量守恒 

  0 ( )m M m= +v v  

解得 

     0m

M m
=

+

v
v               ⑤ 

设碰撞后带弹丸的杆的质心位置与O 点的距离为
cL ，则 

         c

1
( )

2
M m L Ml mL+ = +  

即 

  c

4 3

6( )

m M
L l

M m

+
=

+
             ⑥ 

在碰撞后的瞬间，杆转动的角速度为 

  0

0

c

6

(4 3 )

m

L m M l
 =

+

vv
=             ⑦ 

带弹丸的杆的转动惯量为 

  ( )2

2

21 2 1
3 4

3 3 9
I Ml m l M m l

 
= + = + 

 
 

在杆从垂直位置转过 （0 π  ）角的过程中，系统的机械能守恒，有 
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  2 2

0 c

1 1
( ) (1 cos )

2 2
I I M m gL  = + + −             ⑧ 

解得 

     2 2 c
0

2( ) (1 cos )M m gL

I


 

+ −
= −  

将⑤⑥⑦式以及转动惯量 I 的表达式代入上式得 

  
2 2

0

2 2

36 3
(1 cos )

(4 3 )

m g

m M l l
 = − −

+

v
         ⑨ 

    另一方面，杆由初始位置转过 角时，由刚体定轴转动的动力学方程有 

  
c( ) sinM m gL I + =  

式中   是重力矩产生的角加速度。由此得 

  c( ) sin 3
sin

2

M m gL g

I l


 

+
 = =           ⑩ 

此时质心加速度的 x分量
cxa 和 y 分量 cya 分别为 

  2

c c ccos sinxa L L   = +  

  2

c c ccos sinya L L   = −  

其中角速度 由⑨式给出。设撤除转轴前，杆被撞击后转过 角时转轴对杆的作用力的 x 分

量和 y 分量分别为
xN 和 yN ，由质心运动定理有 

  2

c c( ) ( ) ( cos sin )x xN M m a M m L    = + = + +       ⑪ 

  2

c c( )( ) ( )[ ( cos sin )]y yN M m g a M m g L    = + + = + + −     ⑫ 

将⑥⑨⑩式代入⑪⑫式得 

  
2 2

06(4 3 )
(3sin cos 2sin ) sin

4 (4 3 )
x

mm M g
N

m M l
   

+
= − +

+

v
    ⑬ 

  ( )
2 2

206 (4 3 )
( ) cos 3cos 2cos 1

(4 3 ) 4
y

m m M g
N M m g

m M l
  

+
= + + + − −

+

v
  ⑭ 

（3）当杆转到竖直位置即 π = 时，由⑨式得，角速度为 

  
2 2

0

2 2

36 6

(4 3 )

m g

m M l l
 = −

+

v
           ⑮ 

撤除转轴后，带弹丸的杆的质心做平抛运动，同时杆绕其质心以角速度在竖直平面内做

顺时针转动。以撤除转轴的瞬间为计时零点，在 t 时刻的质心坐标为 

  ( )c c cx t L t= =v  

  
2

c c

1

2
y L gt= −  

建立如图所示的质心坐标系，由于杆同时绕质心以角速度 在竖直

平面内顺时针转动，在 t 时刻杆的B端相对于其质心的坐标为 

  B c( )sinx l L t = −  B c( )cosy l L t = −  

在地面参考系中， t 时刻杆的 B端的坐标为 

 ( )B c B c c( ) ( )sinx t x x L t l L t   = + = + −   ⑯ 

 
2

B c B c c

1
( ) ( )cos

2
y t y y L gt l L t = + = − + −  ⑰ 

B 

c  x' 

y' 

’t 
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（4）撤除转轴后，经过时间 t1，杆再转了半圈，即 

  
1 πt =  

设此时O 、B两点的高度差为 h ，即此时杆B端的 y 坐标的绝对值。由⑰式得 

  

2

B 1 c

1 π
( ) 2

2
h y t L l g



 
= = − −  

 
          ⑱ 

将⑥⑮式代入⑱式得 

  

1
2 22

0

2 2

36π 6

2 (4 3 ) 3( )

mg g ml
h

m M l l M m

−

 
= − − 

+ + 

v
       ⑲ 

或 

  
2 2 2

2 2 2

0

π (4 3 )

3( )12 6 (4 3 )

g m M l ml
h

M mm g m M l

+
= −

+ − + v
       ⑳ 

 

 

四、Ioffe-Pritchard 磁阱可用来束缚原子的运动，其主要部分如图所示。

四根均通有恒定电流 I 的长直导线 1、2、3、4 都垂直于 -x y 平面，它

们与 -x y 平面的交点是边长为 2a 、中心在原点O 的正方形的顶点，导

线 1、2 所在平面与 x 轴平行，各导线中电流方向已在图中标出。整

个装置置于匀强磁场
0 0B=B k （ k 为 z 轴正方向单位矢量）中。已知

真空磁导率为
0 。 

（1）求电流在通电导线外产生的总磁场的空间分布； 

（2）电流在原点附近产生的总磁场的近似表达式，保留至线性项； 

（3）将某原子放入磁阱中，该原子在磁阱中所受磁作用的束缚势能正比于其所在位置的总

磁感应强度
totB 的大小，即磁作用束缚势能

tot| |V = B ， 为正的常量。求该原子在原点O

附近所受磁场的作用力； 

（4）在磁阱中运动的原子最容易从 -x y 平面上什么位置逸出？求刚好能够逸出磁阱的原子

的动能。 

 

参考解答： 

（1）四根通有直流电流 I 的导线在 -x y平面内的空间坐标依次是 

  ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )a a a a a a a a− − − −  

取 x 轴和 y 轴方向单位矢量为 i 和 j ，考虑通电导线外任一点 ( , )x y 。导线 1、2、3、4 上的

电流在点 ( , )x y 产生的磁场
1B 、

2B 、
3B 、

4B 为 

  

0
1 2 2

( ) ( ) ( )

2π ( ) ( )

I y a x a

x a y a

 − − − + +
=

+ + −

i j
B

                                    

① 

  0
2 2 2

( ) ( )

2π ( ) ( )

I y a x a

x a y a

 − − + −
=

− + −

i j
B

                                       

② 

  

0
3 2 2

( ) ( + ) ( )

2π ( ) ( )

I y a x a

x a y a

 − − + −
=

− + +

i j
B

                                     

③ 

  

0
4 2 2

( + ) ( )

2π ( ) ( )

I y a x a

x a y a

 − + +
=

+ + +

i j
B

                                        

④ 

导线电流在通电导线外产生的总磁场的空间分布为 

x 

 y 

O 

× 

⊙ 

⊙ 

⊙ 

⊙ 

× 

⊙ 

⊙ 

⊙ 

⊙ 
a 

a 

a a 

1 2 

3 4 
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1 2 3 4

0

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

   =
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

    +
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

I y a y a y a y a

x a y a x a y a x a y a x a y a

x a x a x a x a

x a y a x a y a x a y a x a y a





= + + +

 − − + +
− + − + + − − + − − + + + + + 

 + − − +
− + − +  + + − − + − − + + + + +  

B B B B B

i

j

   
⑤

 

（2）对于原点 O 附近的任一点 ( , )x y ，有 

                | | , | |x a y a   

保留至
x y

a a
、 的一次项，

1B 、
2B 、

3B 、
4B 可近似为 

        

0
1 2

[ ( ) ( ) ]
4π

I
a x a y

a


 − − − +B i j

                                     

⑥ 

  0
2 2

[( ) ( ) ]
4π

I
a x a y

a


 + − +B i j

                                      

⑦ 

  

0
3 2

[( ) ( ) ]
4π

I
a x a y

a


 + + −B i j

                                      

⑧ 

  

0
4 2

[ ( ) ( ) ]
4π

I
a x a y

a


 − − + −B i j

                                     

⑨ 

电流在原点附近任一点 ( , )x y 产生的总磁场可近似为 

   0

2
( )

π

I
x y

a


 −B i j

                                                

⑩ 

（3）在原点附近的总磁感应强度为 

  0
tot 02

( )
π

I
x y B

a


 − +B i j k

                                           
⑪ 

在原点O 附近总磁感应强度的大小为 

  

2 2

2 2 2 2 20 0
tot 0 02 2

0

1
| | = ( ) ( )

π 2 π

I I
B x y B x y

a B a

    
+ +  + +   

   
B

                

⑫ 

原子在原点O 附近所受的磁作用的束缚势能为 

  

2

2 20
tot 0 2

0

1
| | ( )

2 π

I
V B x y

B a


 

 
=  + + 

 
B

                              

⑬

 
除开常数项外，这是二维（ -x y 平面）简谐振子势能，因此该原子在原点O 附近所受磁场的

作用力应是 -x y 平面上沿径向指向原点 O 的力 

  

2

0

2

0

( )
π

I
x y

B a

  
= − + 

 
F i j

                                           

⑭ 

（4）原子在磁阱中所受的磁作用的束缚势能为 

  
2 2

tot 0| | | |V B = = +B B
                                          

⑮ 

式中 B如⑤式所示。 

    由系统的电流分布可以断定，在 -x y 平面内磁感线最稀疏的位置应该在 x 轴或 y 轴上，

或者说束缚势垒高度最小的位置应该在 x 轴或 y 轴上，这也是原子在 -x y 平面内最容易逸出

的方向。由⑤式，当 0y = 时，在 x 轴上束缚势能为 

  

22

2 0
0 2 2 2 2

1 1
( , 0)

π ( ) ( )

Ia
V x y B

x a a x a a




  
= = + −   − + + +                  

⑯ 

由极值条件
d ( )

0
d

V x

x
= 得 

        4 4(3 4 ) 0x x a− =  

 解为 
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1

4

1

4

3
x a

 
=  

 
，

1

4

2

4

3
x a

 
= − 

 
， 3 0x =                                  ⑰ 

其中，极值点 3 0x = ，即原点位置对应于势能最小值位置；而极值点 1x 和 2x 对应于 x 轴上势

能极大值位置。在 y 轴方向也有类似结果。 

因此，运动原子在 -x y 平面内最容易沿 x 轴或 y 轴方向，在下述空间位置 

     

1/4
4

, 0
3

a
 

  
 

（ ）、
1/4

4
,

3
a

 
  

 
（0 ）                                    

⑱
 

从磁阱中逸出。 

    由⑯式知，在
1/4

4
( ,0)

3
x a

 
=  

 
处，原子的束缚势能为 

    

21/4

2 0
0

4 3 3
( , 0)

3 8 π

I
V x a y B

a




  
=  = = +   

                            

⑲ 

类似的，在
1/4

4
( 0, )

3
x y a

 
= =  

 
处，原子的束缚势能也为⑲式所示。由⑤式，在磁阱中心

( 0, 0)x y= =  原子所受磁作用的束缚势能为 

        
0OV B=  

所以刚好能够逸出磁阱的原子的动能为
 

     

1/4

k

1/4

2

0
0

0

4
( , 0)

3

4
   ( 0, )

3

3 3
   1 1

8 π

O

O

E V x a y V

V x y a V

I
B

aB




 
= =  = − 

 

 
= = =  − 

 

 
 

 = + − 
   

                                  
⑳ 

 

 

五、塞曼发现了钠光D 线在磁场中分裂成三条，洛仑兹根据经典电磁理论对此做出了解释，

他们因此荣获 1902年诺贝尔物理学奖。假定原子中的价电子（质量为m ，电荷量为 e− ， 0e  ）

受到一指向原子中心的等效线性回复力 2

0m− r （ r 为价电子相对于原子中心的位矢）作用，

做固有圆频率为
0 的简谐振动，发出圆频率为

0 的光。现将该原子置于沿 z 轴正方向的匀

强磁场中，磁感应强度大小为 B （为方便起见，将 B 参数化为
L

2m
B

e
= ）。 

（1）选一绕磁场方向匀角速转动的参考系，使价电子在该参考系中做简谐振动，导出该电

子运动的动力学方程在直角坐标系中的分量形式并求出其解； 

（2）将（1）问中解在直角坐标系中的分量形式变换至实验室参考系的直角坐标系； 

（3）证明在实验室参考系中原子发出的圆频率为 0 的谱线在磁场中一分为三；并对弱磁场

（即 L 0  ）情形，求出三条谱线的频率间隔。 

 已知：在转动角速度为 的转动参考系中，运动电子受到的惯性力除惯性离心力外还受

到科里奥利力作用，当电子相对于转动参考系运动速度为 v 时，作用于电子的科里奥利力

为
c 2m = − f v 。 

 

解法（一） 

（1）以正离子中心为原点O 的实验室参考系Oxyz 与以角速度 绕 z 轴旋转的参考系Ox y z  

如图所示，z 轴和 z轴重合，沿磁场方向。记两参考系坐标轴

正向单位矢量分别为 i 、 j 、 k 和 i 、 j 、 k 。旋转系中，价

t
x

y

x

y

O
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电子除受线性回复力 2

0m− r 和洛伦兹力 e−  Bv 外，还受惯性离心力 ( )m−  ω ω r 和科里奥

利力 2m − ω v 作用，其合力为 

     ( )2

0 2m e m m = − −  −   − F r B ω ω r ωv v      ① 

或写成等价的分量形式  

  

2

0

2 2

0

2 2

0

                                         

2

2

z

x y

y x x

y

F m z

F m x e B m x m

F m y e B m y m



  

  





  



  = −


   = − − + +
    = − + + −

v v

v v

      ① 

式中 xv 和
yv 是实验室参考系中价电子速度v在 x 和 y坐标轴上的分量，而 x

v 和
y
v 是旋转

系中价电子速度 v 在 x 和 y坐标轴上的分量。两参考系位矢之间和速度之间的变换关系为 

        
            =


 =  +

r r

ω rv v
                                              ② 

速度之间的变换关系可写成等价的分量形式  

  
'

x x

y y

y

x





 



 = −


 = +

v v

v v
                                              ② 

   
①式可写为 

  ( ) ( ) ( )2

0 L L2 2m m m = − + −   + − F r ω ω ω r ω ω v                ③ 

式中， L L =ω k ，  =ω k ，而 

                
L

2

eB

m
 =                                             

③式也可写成等价的分量形式 

  
( )

( )

L

2

0

2

0

L

L L

(2 ) 2

(2 ) 2

x y

y x

F m x m

F m y m

     

     





    = − + − − −  


   = − + − + −  

v

v
                    ③ 

 令 

                   L =                                           ④ 

有 

  ( ) ( )( )2 2 2 2

0 L L 0 L 0m m m x y z          = − +   = − + + +
 

F r ω ω r i j k       ⑤ 

这是各向异性的线性回复力。旋转系中价电子运动的动力学方程为 

         m  =a F                                                    ⑥ 

利用④式，⑥式的分量形式为 

  

( )

( )

2 2

0 L

2 2

0 L

2

0

x x

y y

z z

 

 



  = − +



 = − +


 = −

                                           ⑦ 

这是三维简谐振动的动力学方程，其解为 

  

( )

( )
( )

2 2

1 0 L 1

2 2

2 0 L 2

3 0 3

cos

sin

cos

x A t

y A t

z A t

  

  

 

  = + +



 = + +


 = +


                                    ⑧ 

式中，常量
1A 、

2A 、
3A 和

1 、
2 、

3 分别是相应的振幅和相位，它们由价电子的初始位

置与初始速度决定。 

（2）由几何关系，可得两参考系之间的坐标变换关系为 
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cos sin

sin cos

x x t y t

y x t y t

z z

 

 

 = −


 = +
 =

                                              ⑨ 

将⑧式代入⑨式，利用积化和差公式，并注意到④式，可得实验室参考系中的解为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

3 0 3

cos cos cos cos
2 2 2 2

sin sin sin sin
2 2 2 2

cos

A A A A
x t t t t

A A A A
y t t t t

z A t

       

       

 

+ + − −

+ + − −

    
= + + + + + − +    

   
    

= + + + − + − +    
   

 = +



    ⑩ 

式中 

  
2 2

0 L L    = +                                                   ⑪ 

（3）根据同方向同频率简谐振动合成的振幅矢量法，可令 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

cos cos cos
2 2

sin sin sin
2 2

cos cos cos
2 2

sin sin sin
2 2

A A
t t A t

A A
t t A t

A A
t t A t

A A
t t A t

     

     

     

     

+ + + + +

+ + + + +

− − − − −

− − − − −


+ + + = +


 + + + = +


 + − + = +


 + − + = +


                     ⑫ 

而⑩式化为 

        

( ) ( )

( ) ( )

( )3 0 3

cos cos

sin sin

cos

x A t A t

y A t A t

z A t

   

   

 

+ + + − − −

+ + + − − −

= + + +


= + − +


= +

                                ⑬ 

可见，处于磁场中的原子的价电子参与三个频率的振动，发出三种园频率分别为   

                   + 0  −、 、                                        ⑭ 

的光。 

对弱磁场（即 L 0  ）情形，由⑪式，略去二阶小量得，园频率可近似为 

       
0 L                                                        ⑮ 

三条谱线的园频率间隔为 

     + 0 0 L    −− = − =                                            ⑯ 

 

解法（二） 

（1）牛顿第二定律可写成 

  
2

0m m e= − − a r Bv             ① 

在直角坐标系中，该运动方程为 

  

2

0

2

0

2

0

L

L

2

2

x x y

y y x

z z











 = − −


= − +


= −

             ② 

对方程②做变换 

  

cos sin

sin cos

x x t y t

y x t y t

z z

 

 

 = −


 = +
 =

                                            ③ 

对上式关于时间求导得 
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d d d
cos sin

d d d

d d d
sin cos

d d d

x x y
y t x t

t t t

y x y
y t x t

t t t

   

   

     
 = − − +   

    


      = − + +       

        

再对上式关于时间求一次求导得 

  

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2

d d d d d
2 cos 2 sin

d d d d d

d d d d d
2 sin 2 cos

d d d d d

x x y y x
x t y t

t t t t t

y x y y x
x t y t

t t t t t

     

     

       
 = − − − + −    

    


        = − − + + −   
   

    

将以上三式代入②式得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2

L L L L2 2

2 2
2 2 2 2

L L L L2

0 0

0 02

d d d d
2 2 cos 2 2 sin 0

d d d d

d d d d
2 2 sin 2 2 cos 0

d d d d

x y y x
x t y t

t t t t

x y y x
x t y t

t t t t

           

           

       
 − − − − − + − − − =   

   


        − − − − + + − − − =   
 

−



−

−


−


                                                                        ④ 
⑤式对于任意时间 t 时刻成立，应有 

  
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

L L2

2
2 2

L2

0

0 L

d d
2 2 =0

d d

d d
2 2 0

d d

x y
x

t t

y x
y

t t

    

    

 
− − − −




  + − − − =

−


−



       ⑤ 

如果选择 

  
L =                ⑥ 

则上式化简为 

  
( )

( )

2

0 L

2

0 L

2
2

2

2
2

2

d
+ + =0

d

d
+ 0

d

x
x

t

y
y

t

 

 





 + =



 

与 z满足的方程合并，得转动参考系中的动力学方程为 

  

( )

( )

2
2 2

2

2
2

0 L

0 L

2

2

2
2

02

d
+

d

d
+

d

d

d

x
x

t

y
y

t

z
z

t

 

 




= −




= −

 

= −


            ⑦ 

其解为 

  

( )

( )
( )

2 2

1 0 L 1

2 2

2 0 L 2

3 0 3

cos

cos

cos

x A t

y A t

z A t

  

  

 

  = + +



 = + +


 = +


          ⑧ 

（2）、（3）的解法与解法（一）相同。 

 

解法（三） 

（1）磁场沿 z 轴方向，价电子受到磁场洛仑兹力在垂直磁场方向的平面上。在该平面上取

极坐标 ( , )  下，价电子的位式、运动速度和加速度可分别表示为 
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            zz= +r e e                                                    

   z  + + kv e e=                                             ① 

     
( )

2

2

                     

d1
2

d

                                z

a

a
t

a z





 

 
 



 = −


 = + =

 =

                                      ② 

式中， e 、
e 和 k 分别是径向单位矢量、角度方向（即垂直磁场方向的平面上垂直于   的

方向）单位矢量和沿 z 向（与磁场方向相同）单位矢量。利用牛顿第二定律可得，价电子运

动的动力学方程为 

     
2 2

0 0 2 2L Lm m e m m m      = − −  = − − +a r B rv e e                  

式中 

           
L

2

eB

m
 =                                                        

动力学方程的分量形式为 

     

22

2

2

2

0

2

2

2

0 L

L

2

d d d

d d d

d d d d
2

d d d
2

d

d

d

2
t t t

t t t t

z
z

t

  
   





   




  
− = −  

 


+ =

−




= −


                                ③ 

    选一绕磁场方向匀角速转动的参考系，设此参考系绕 z 轴转动的角速度为（ 与时间

无关）。在这一旋转参考系中，设在垂直磁场平面上角位置坐标为 ，应有 

  t  = +                                                       ④ 

将上式代入动力学方程的第二个方程，有 

  ( )2

L

1 d d d

d d d
2

t t t

 
 



 
= − 

 
                                       ⑤ 

如果选择 

  L =                ⑥ 

便有 

        2d d
0

d dt t




 
= 

 
 

这表明旋转系中电子在角度方向上不受力，由上式得 

         2 d

d
C

t





=  

由于上式对于所有的  均要成立，故常量 0C = ，即有 

  
d

0
dt

 
=                                                           

    所以，在绕磁场方向以匀角速度 L 转动的参考系中，价电子的动力学方程为 

  

( )
2

2

2

2

2 2

0

0

2
2

2

L

d
+

d

d
0

d

d

d

t

z

t
z

t
 








= −


=







= −








            ⑦ 

可见，在旋转系中，价电子做简谐振动。方程的解为 
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( )2 2

0 L

0

= cos

cos( )z z

A t

z A t

 



   

 

 

 + +



 =
 = +



           ⑧ 

其中 A 、  、  、 zA 、 z 为待定常量。 

（2）将旋转系中的解⑧式变回到实验室坐标系。由④⑥式和⑧式第二式有 

         
Lt   = +  

将上式和⑧式代入下式 

  
cos

sin

x

y

 

 

=


=
              ⑨ 

利用三角函数积化和差关系，得 

  

( ) ( )

( ) ( )

0

cos cos
2

sin sin
2

cos( )z z

A
x t t

A
y t t

z A t



   



   

     

     

 

+ −

+ −

 = + + + + − 

 = + + − + − 

= +

      ⑩ 

式中 

  2 2

0 L L    = +              ⑪ 

[或 

由几何关系，可得实验室参考系和旋转系之间的坐标变换关系为 

  

cos sin cos cos sin sin

sin cos cos sin sin cos

x x t y t t t

y x t y t t t

z z

       

       

   = − = −


   = + = +
 =

                 ⑨ 

将⑧式代入⑨式，利用积化和差公式，并注意到   = ，可得实验室参考系中的解为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

3 0 3

cos cos cos cos
2 2 2 2

sin sin sin sin
2 2 2 2

cos

A A A A
x t t t t

A A A A
y t t t t

z A t

       

       

 

+ + − −

+ + − −

    
= + + + + + − +    

   
    

= + + + − + − +    
   

 = +



   ⑩ 

式中，常量
1A 、

2A 、
3A 和

1 、
2 、

3 是由价电子的初始位置与初始速度决定的常量，且

与 A 、  、  、 zA 、 z 有关，而 

        
2 2

0 L L    = +                                                   ⑪] 

（3）的解法与解法（一）相同。 

 

解法（四） 

    利用牛顿第二定律可得，价电子运动的动力学方程为 

     
2

0m m e= − − a r Bv                                           ① 

在直角坐标系中电子的运动方程的分量形式为 

  

2

0

2

0

2

0

L

L

2

2

x x y

y y x

z z











 = − −


= − +


= −

                                                 ② 

这里 
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L

2

eB

m
 =                                                      

②中第三个方程的解为 

           
3 0 3cos( )z A t = +                                            ③  

②中前两个方程具有下列形式的解 

       1 1

2 2

cos( )

sin( )

x A t

y A t

 

 

= +


= +
          （

1 2A A、 不全为零）               ④ 

    将④式代入方程②得 

          

( ) ( )
2 22 2

0

1 2

2 2

1 2

                        

                             

02 L

A A

 

  





= =
 =

 − + − =

                                     ⑤ 

解为 

         
2 2

0 L L 0 L

1 2A A

      = = +   

= 
                                  ⑥ 

于是，②中前两个方程的解是上述两解的叠加，即 

        1 1

2 2

cos( )+ cos( )

sin( ) sin( )

x A t A t

y A t A t

   

   

+ + − −

+ + − −

= + +


= + − +
                              ⑦ 

或等价地⑪⑫⑬⑭⑮⑯ 

  

( ) ( )

( ) ( )

( )3 0 3

cos cos

sin sin

cos

x A t A t

y A t A t

z A t

   

   

 

+ + + − − −

+ + + − − −

= + + +


= + − +


= +

                            ⑧ 

可见，处于磁场中的原子的价电子参与三个频率的振动，发出三种园频率分别为   

                   + 0  −、 、                                     ⑨ 

的光。 

对弱磁场（即 L 0  ）情形，由⑪，略去了二阶小量得，园频率可近似为 

       
0 L                                                     ⑩ 

三条谱线的园频率间隔为 

     + 0 0 L    −− = − =                                         ⑪ 

 

解法（五） 

    磁场沿 z 轴方向，价电子受到磁场洛仑兹力在垂直磁场方向的平面上。在该平面上取极

坐标 ( , )  下，价电子的位置矢量、运动速度和加速度可分别表示为 

            zz= +r e e    

   z  + + kv e e=     

     
( )

2

2

                     

d1
2

d

                                z

a

a
t

a z





 

 
 



 = −


 = + =

 =

                                      ① 

式中， e 、 e 和 k 分别是径向单位矢量、角度方向（即在垂直磁场方向的平面上垂直于   的

方向）单位矢量和沿 z 轴方向（与磁场方向相同）单位矢量。利用牛顿第二定律可得，价电

子运动的动力学方程为 

     
2 2

0 0 2 2L Lm m e m m m      = − −  = − − +a r B rv e e                 ② 

式中 
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L

2

eB

m
 =                                                        

②式可写为 

     
( )

2 2

0

2

L

2

0

2

d1
2

d

L

t

z z

     

 
 





− = − −

=

= −

                                        ③ 

③中第二个方程可写为 

  
( )2 2

L L

d d( )
=2 =

d dt t

  
    

即 

  2 2

L C   = +                                           

此式对于所有  都成立，任意常数 0C = 。故 

  L L, t     = = +                                       

将上两式代入⑨中第一式得 

   2 2 2

L 0 L= 2     − − −                                    

即 

  2 2

0 L( + )   = −                                                   ④ 

价电子在 -x y 平面上的径向运动（即  随时间的变化）是园频率为 2 2

0 L + 的简谐振动，其

一般解可写成 

  ( )2 2

0 LcosA t    = + +                                          

式中， A 和  分别是相应的振幅和相位。由上式及③中第三式得 

        

( )

( )

2 2

0 L L

2 2

0 L L

0

cos cos cos( )

sin cos sin( )

cos( )                                                z z

x A t t

y A t t

z A t

  

  

      

      

 

 = = + + +


 = = + + +

 = +

                      ⑤ 

                                                         

利用三角函数积化和差公式得 

        
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 L L

2 2

0 L L

2cos cos( ) cos cos

2cos sin( ) sin sin

t t t t

t t t t

 

 

        

        

+ + − −

+ + − −

+ + + = + + +

+ + + = + − +

       ⑥ 

式中 

        
2 2

0 L L    = +                                                 ⑦ 

⑤式可写为 

  

( ) ( )

( ) ( )

( )3 0 3

cos cos

sin sin

cos

x A t A t

y A t A t

z A t

   

   

 

+ + + − − −

+ + + − − −

= + + +


= + − +


= +

                              ⑧ 

                                                 

可见，处于磁场中的原子的价电子参与三个频率的振动，发出三种园频率分别为   

                   + 0  −、 、                                       ⑨ 

的光。 

对弱磁场（即 L 0  ）情形，由⑪式，略去了二阶小量得，园频率可近似为 

       
0 L                                                       ⑩ 
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三条谱线的园频率间隔为 

     + 0 0 L    −− = − =                                           ⑪ 

 

 

六、如图，太空中有一由同心的内球和球壳构成的实验装置，内球和球壳

内表面之间为真空。内球半径为 0.200 mr = ，温度保持恒定，比辐射率为

0.800e = ；球壳的导热系数为 2 1 1 1=1.00 10 J m s K − − − −    ，内、外半径分

别为
1 0.900mR = 、

2 1.00 mR = ，各表面的热辐射都是各向同性的，而外

表面可视为黑体；该实验装置已处于热稳定状态，此时球壳内表面比辐射

率为 0.800E = 。斯特藩常量为 8 2 45.67 10 W m K − − −=    ，宇宙微波背景辐射温度为

2.73KT = 。若单位时间内由球壳内表面传递到球壳外表面的热量为 44.0WQ = ，求 

   （1）球壳外表面温度
2T ；（2）球壳内表面温度

1T ；（3）内球温度
0T 。 

已知：物体表面单位面积上的辐射功率与同温度下的黑体在该表面单位面积上的辐射功

率之比称为比辐射率。当辐射照射到物体表面时，物体表面单位面积吸收的辐射功率与照射

到物体单位面积上的辐射功率之比称为吸收比。物体在某一温度下的吸收比等于其在同一温

度下的比辐射率。当物体内某处在 z 方向（热流方向）每单位距离温度的增量为
d

d

T

z
时，物

体内该处单位时间在 z 方向每单位面积流过的热量为
d

d

T

z
− ，此即傅里叶热传导定律。 

 

参考解答： 

（1）根据斯特藩定律（下同），由球壳外表面单位时间向外界辐射的热量为 

            ( )2 4 4

2 24πQ R T T = −                                              ① 

在热稳定情形下有 

            Q Q=                                                          ② 

联立①②式得 

            

1/4

4

2 2

24π

Q
T T

R 

 
= + 

                                               

③ 

将题给数据代入③式得 

            
2 88.6KT =

                                                      

④ 

（2）在热稳定状态下，球壳中不同半径的球面上在单位时间内通过的热量相同，故单位时

间球壳中不同半径球面上传导的热量也为Q 。由傅里叶热传导定律得 

        2 d
4π

d

T
Q R

R
= −              ⑤ 

⑤式可写成 

            
2

d
4π d

R
Q T

R
= −  

对上式两边积分 

       
2 2

1 1
2

d
4π d

R T

R T

R
Q T

R
= −                     

得 

           
1 2

1 2

1 1
4π ( )Q T T

R R


 
− = − 

 
 

此即 

       1 2
1 2

2 1

4π
T T

Q R R
R R


−

=
−

              ⑥  

由⑥式有 

r

1R 2R
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           2 1
1 2

1 2

( )

4

R R Q
T T

R R

−
= +                                                ⑦ 

将题给数据代入⑦式，并利用④式得 

           
1 128KT =                                                        ⑧ 

（3）记内球表面为 I，其表面积 

                           2

I =4πS r  

壳内表面为 II，其表面积 

                           2

II 1=4πS R  

    根据斯特藩定律（下同），由 I 在单位时间内发射的热量为 

                       4

I0 0 IQ e T S=                                      ⑨ 

由于物体在某一温度下的吸收比等于其在同一温度下的比辐射率（下同），
I0Q 被 II 在单位

时间内吸收的热量为 

                       (1) 4

IIa I0 0 IQ EQ Ee T S= =                              ⑩ 

I0Q 被 II 在单位时间内反射到小球的热量为 

                       ( ) ( )(1) 4

IIr I0 0 I1 1Q k E Q k E e T S= − = −                  ⑪ 

式中已经考虑到，表面的辐射是各向同性的，且 II 向内的辐射只有一部分到达 I，这一部分

的热量所占的份额为 

          

0 02π

2

20 0 0
02π π/2 π/2

1

0 0 0

d dcos cos dcos

sin

d dcos cos dcos

r
k

R

 





   



   

−  
 

= = = =  
 −  

  

  

n S

n S

  

这里 是从 II 上任意一面元S 向内球所作的切线与从该点到内球球心连线的夹角， n 是与

面元法向夹角为 的辐射线的方向。 (1)

IIrQ 被 I 在单位时间内反射的热量为 

                       ( ) ( ) ( )(1) (1) 4

Ir IIr 0 I1 1 1Q e Q e k E e T S= − = − −               ⑫ 

(1)

IrQ 被 II 在单位时间内吸收的热量为 

                       ( )( )(2) (1) 4

IIa Ir 0 I1 1Q EQ E e E e T S= = − −                  ⑬ 

如此等等。不断反射、吸收后，被 II 在单位时间内吸收的总热量为 

                
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (2)

IIa IIa IIa

2 24 2

0 I     1+ 1 1 + 1 1 +

Q Q Q

Ee T S e k E e k E

= + +

 = − − − −
 

L

L
       ⑭ 

    同理可得由 II 发射的热量 4

II0 1 IIQ e T S= 被 I 在单位时间内吸收的总热量为 

                
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 24 2

Ia 1 II

2 24 2

1 I

1+ 1 1 + 1 1 +

    1+ 1 1 + 1 1 +

Q Ee T kS e k E e k E

Ee T S e k E e k E





 = − − − −
 

 = − − − −
 

L

L

      ⑮ 

    内球与球壳内表面之间在单位时间内交换的热量为 

                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Ia IIa

2 24 4 2

0 1 I    1+ 1 1 + 1 1 +

Q Q Q

Ee T T S e k E e k E

 = −

 = − − − − −
 

L
  ⑯ 

完成⑯式右边的求和得，单位时间内从内球传递给球壳内表面的净热量为 

   ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 4
4 4 2 2 0 1

0 1

1 1 1
4π 4π

1 1 1 1 1 1

n nn

n

e k E T T
Q Ee T T r Ee r

e k E e k E
 

→

− − − −
 = − =

− − − − − −
   ⑰ 

由热稳定条件 

           Q Q =                                                           ⑱ 

和⑰式有
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( ) ( )
( ) ( )

1/4
2

1/4
2

4 41
0 1 12 2

1 1 1
1 1 1

4π 4π

r
e E

e k E R
T Q T Q T

Ee r Ee r 

 
− − − 

− − −   
= + = +      

         

⑲ 

 

将题给数据代入⑲式，并利用⑧式得 

            
0 227 KT =

                                                     

⑳ 

 

 

七、用波长为 633 nm 的激光水平照射竖直圆珠笔中的小弹簧，在距离弹簧 4.2 m的光屏（与

激光水平照射方向垂直）上形成衍射图像，如图 a 所示。其右图与 1952 年拍摄的首张DNA

分子双螺旋结构X 射线衍射图像（图 b）十分相似。 

（1）利用图 a 右图中给出的尺寸信息，通过测量估算弹簧钢丝的直径 1d 、弹簧圈的半径 R

和弹簧的螺距 p ； 

（2）图 b 是用波长为0.15 nm的平行X 射线照射DNA 分子样品后，在距离样品9.0 cm 的照

相底片上拍摄的。假设 DNA 分子与底片平行，且均与X 射线照射方向垂直。根据图 b 中给

出的尺寸信息，试估算DNA 螺旋结构的半径 'R 和螺距 p。 

    说明：由光学原理可知，弹簧上两段互成角度的细铁丝的衍射、干涉图像与两条成同样

角度、相同宽度的狭缝的衍射、干涉图像一致。 

 

 

图 a 

实际尺寸 

7.8cm 
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参考解答： 

（1）平行激光束照射弹簧可先、后照到两小段倾斜的细丝，沿光束方向看，两段细丝呈现

交叉状。根据题给说明，两者分别产生与单缝衍射相同的条纹。通过图 a 右图测量可得，各

组单缝衍射条纹中点连线之间的夹角为 

  30 =                                                       ① 

细丝直径和两根相邻的平行细丝间距可通过衍射条纹的细节结构计算得到。可以看到，图 a

右图中的衍射条纹有一种长的空间周期和一种短的空间周期，分别对应细丝的衍射条纹和相

邻细丝间空隙的衍射条纹。设第 n 级暗纹在屏上的位置为
nx ，由于光屏远离细丝，衍射角

n

可视为很小的角，即对第 n 级暗纹近似有 

  

sin n
n n

x
ndd d

L
   = =

                                       

② 

式中 是激光的波长。相邻暗纹间距为 

  
1n n

L
X x x

d
+ − =                                             ③ 

通过图 a 右图进行测量，可得到长的空间周期为 

  
1 7.9 mmX =                                                  ④ 

由③式可得细丝直径为 

        1

1

0.34 mm
L

d
X

= =                                            ⑤ 

通过图 a 右图进行测量，可得到短的空间周期为 

图 b （黑色表示 X 射线曝光较强。中心零级亮纹不可见，1 级亮纹刚好

可见，2、3、5 级较清晰，4 级亮纹因 DNA 双螺旋结构的关系“失踪”了） 

实际尺寸 

9.4cm 
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2 1.7 mmX =

                                                 
⑥ 

由③式可得相邻平行细丝的间距为 

  2

2

1.6 mm
L

d
X

= =

                                            

⑦ 

    如右图所示，螺旋线在平面上展开即成为一直角三角形的斜边，两条直角边的长度分别

为螺距 p 和圆周长 2πR ， E 点为斜边中点。由相邻平行细丝间距 2d 和两交叉细丝夹角 可

算出螺旋结构的螺距 

  2

2

=

2 2
cos cos

d L
p

X



 
=

         

⑧ 

将已得到的数据（见①⑦式）代入⑧式得 

  
1.6 mmp =

        
⑨ 

由右图中几何关系得 

  
2π

tan cot
2

R

p


= =  

将⑧式代入上式得，螺旋结构俯视圆的半径为 

  2

2

=

2πsin 2π sin
2 2

L

X

d
R






=              ⑩ 

将已得到的数据代入⑩式得  

  0.96 mmR =
                                                 

⑪
   

（2）由图 b可测出，各组衍射条纹中心的连线之间的夹角 为 

  84 =                                                      ⑫ 

测出条纹的空间周期 X 为 

  
4.7 mmX  =

                                                 
⑬ 

利用③式，相邻分子链间距为 

  
2.9 nm

L
d

X



 =


=

                                            

⑭ 

根据分子链间距 d  （见⑭式）和夹角 （见⑫式），由类似⑧式，可算出螺距 p  

  
3.9 nm

cos cos
2 2

d L
p

X
 

 
 = = =

 
                                   

⑮ 

由类似⑩式，可算出俯视半径R  

  
0.68 nm

2πsin 2π sin
2 2

d L
R

X
 

 
 = = =

 




                               
⑯ 

 

 

八、1958 年穆斯堡尔发现的原子核无反冲共振吸收效应（即穆斯堡尔效应）可用于测量光

子频率极微小的变化，穆斯堡尔因此荣获 1961 年诺贝尔物理学奖。类似于原子的能级结构，

原子核也具有分立的能级，并能通过吸收或放出光子在能级间跃迁。原子核在吸收和放出光

子时会有反冲，部分能量转化为原子核的动能（即反冲能）。此外，原子核的激发态相对于

其基态的能量差并不是一个确定值，而是在以 0E 为中心、宽度为 2 的范围内取值的。对

于 57Fe 从第一激发态到基态的跃迁， 15

0 2.31 10 JE −=  ， 13

03.2 10 E − 。已知质量
-26

Fe 9.5 10 kgm  ，普朗克常量 346.6 10 J sh −=   ，真空中的光速 8 13.0 10 m sc −=   。 

（1）忽略激发态的能级宽度，求反冲能，以及在考虑核反冲和不考虑核反冲的情形下，57Fe

从第一激发态跃迁到基态发出的光子的频率之差； 

（2）忽略激发态的能级宽度，求反冲能，以及在考虑核反冲和不考虑核反冲的情形下，57Fe

从基态跃迁到激发态吸收的光子的频率之差； 

 p 

2R 
  

 
d2 

E 
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（3）考虑激发态的能级宽度，处于第一激发态的静止原子核 57 *Fe 跃迁到基态时发出的光子

能否被另一个静止的基态原子核 57 Fe 吸收而跃迁到第一激发态 57 *Fe （如发生则称为共振吸

收）？并说明理由。 

（4）现将 57Fe 原子核置于晶体中，该原子核在跃迁过程中不发生反冲。现有两块这样的晶

体，其中一块静止晶体中处于第一激发态的原子核 57 *Fe 发射光子，另一块以速度V 运动的

晶体中处于基态的原子核 57Fe 吸收光子。当速度V 的大小处于什么范围时，会发生共振吸

收？如果由于某种原因，到达吸收晶体处的光子频率发生了微小变化，其相对变化为 1010− ，

试设想如何测量这个变化（给出原理和相关计算）？ 

 

参考解答： 

（1）设该原子核从静止的第一激发态 57 *Fe 跃迁到基态 57 Fe ，发出一频率为
e 的光子，同

时基态 57 Fe 获得一反冲速度 v（发射过程）。由能量、动量守恒有 

2

0 e Fe

1
+

2
E h m= v            ① 

e
Fe0

h
m

c


= − v            ② 

将②式代入①式得，在考虑核反冲的情形下，从激发态跃迁到基态发出的光子的频率为 

     

2 2

0 e e
e 2 2

Fe Fe

0
2 2

E h h

h m c m c





 = − = −

                        

③ 

式中

  

                 

0
0

E

h
 =

                                           

④ 

是在不考虑核反冲情形下 57 Fe 从第一激发态跃迁到基态发出的光子的频率，或从基态跃迁

到第一激发态吸收的光子的频率。 

    注意到 e

2

Fe

1
h

m c


 ，③式右边的

e 可以用 
0  代替，于是有 

              

2

0 0
e 0 02 2

Fe Fe

1
2 2

h E

m c m c
 




 
 − = − 

   
在考虑核反冲和不考虑核反冲的情形下，从第一激发态跃迁到基态发出的光子的频率之差为

 

              

110
e 0 0 2

Fe

4.7 10 Hz
2

E

m c
  −  − = − 

                         

⑤ 

由①⑤式得，反冲能
eR

2

F

1

2
E m= v 为

 

              

2

0
e

F

R

e

22

0 2
=3.1 10 J

2

E
E E

m c
h −= − = 

                        

⑥ 

（2）设该原子核从静止的基态 57 Fe 吸收一频率为
e 的光子，跃迁到激发态 57 *Fe ，并同时

获得一反冲速度 v （吸收过程）。由能量、动量守恒有 

       

2

a 0 Fe

1
+

2
h E m = v                  ⑦ 

       

a
Fe

h
m

c


= v                      ⑧ 

由⑦⑧式解得 

            

2

0 a 0
a 0 02 2

Fe Fe2 2

E h E

h m c m c


  = +  +                        

这里也利用了 a

2

Fe

1
h

m c


 ，将上式右边的 a 用 

0 代替。于是 
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110

a 0 0 2

Fe

4.7 10 Hz
2

E

m c
  − = = 

                           

⑨ 

由⑦⑨式得，反冲能 FeR

21

2
E m = v 为

 

              

2

0
a

Fe

22

R 0 R2
3.1 10 J

2

E
E E E

m
h

c
 − = − = = = 

                    

⑩ 

（3）由⑤⑨式有 

                              
e 0 a                                 ⑪ 

由题设条件知，处于第一激发态 57 *Fe 能级的宽度为 。静止的处于第一激发态原子核 57 *Fe

跃迁到基态时发出的光子的频率 处于频率范围 

                          e e,
h h

 
  

− +  
                            ⑫ 

内，能够被另一个静止的基态原子核 57 Fe 吸收而跃迁到第一激发态 57 *Fe 的光子的频率   

处于频率范围 

                          a a,
h h

 
  

− +  
                            ⑬ 

内。共振吸收能够发生的条件是频率范围⑫和⑬有重叠。频率范围⑫和⑬有重叠时应有 

                       e a e a
h h h h


 

 





−  − +  +  

考虑到⑪式可知，频率范围⑫和⑬有重叠的条件（即共振吸收能够发生的条件）是 

                              a e
h h

 
 −  +                          ⑭ 

由⑥⑩⑭式得，⑭式等价于 

                              
RE                                  ⑮ 

这与题给数据矛盾。实际上 

 

0
02

Fe 5R

3

0

1

2
4.2 10

3.2 10

E
E

m cE

E −
= = 

  
即 

                            
RE    （大了 5个数量级）             ⑯ 

因此不可能发生共振吸收。 

（4）当原子核处于晶体中时，发射和吸收光子时晶体作为一个整体反冲，但因晶体的质量

远大于原子核的质量，其反冲能可视为零。考虑到激发能级具有一定的宽度，发射的光子和

能够吸收的光子的能量都应在 

                           0 0E E − +                               ⑰ 

范围内，或光子频率应在上下限 

                         
0 0

h h

 
 

 
− +                                 

⑰
 

之内的范围内。设晶体 A 相对于另一静止的晶体 B 以速度V （V 的正负对应于两块晶体相

互接近或相互远离）运动时，当 A 发射频率为 （在相对于 A 静止的参考系中）的光子，

由于多普勒效应，B 所接收到的该光子的频率  为 

                      ( )
1

1 1
1

V

c


    



+  
 =  + = + 

−  
 

式中
V

c
 = 。由此得 

                       

1 1
E

V c c
E





    
= − = −  

                              

⑱
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式中 E h = ， E h= 。 

在 A 与 B 相互接近的情形下，B 接收到的光子频率增加，当 A 发射的最低频率光子（对

应于
0E E = − ）的频率因多普勒效应增加到超过最高频率（对应于

0+E E = ）时，共振

吸收条件便无法满足。由⑱式得，V 的上限为 

             0
max

0

1
E

V c
E





+ 
= − − 

 

在 A 与 B 相互远离的情形下，B 接收到的光子频率减小，当 A 发射的最高频率光子（对应

于
0+E E = ）的频率因多普勒效应减小到低于最低频率（对应于

0E E = − ）时，共振吸

收条件便无法满足。由⑱式得，V 的下限为 

                  0
min

0

1
E

V c
E





− 
= − + 

  

因此，为使共振吸收发生，V 应处于下述范围内 

       
0

1 1

0 0 0

2 2
0.19mm s

2
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2
19c c V c c
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− −−  = −  −    = 
+ −       

⑲ 

上述分析表明， 通过使吸收晶体体以一定速度运动可补偿待测光子频率的变化；当速

度合适时，恰好可实现共振吸收。只要不断地改变速度并测量吸收，就能通过达到共振吸收

时速度的改变量来判断频率的变化，从而达到测量光子频率微小变化的目的。假设由于某种

原因，到达吸收晶体处的光子频率 相对于
0 发生了相对变化 10

0

0 1 10
 



−−
=   ，可让吸收

晶体以一定的速度V （V 的正负表示晶体速度方向与光子运行方向相反或相同）运动，以

补偿光子频率的上述变化，从而实现共振吸收，以精确测量光子频率的微小变化。为了使待

测光子的频率 在吸收晶体自身参考系中变为
0 ，由多普勒效应公式⑱，所需的吸收晶体

的运动速度为 

              

10 10

0

0 1 3 m s1 c0 cV c c
   

 

− −− −
 = −  − =  = 

               

⑳ 

通过测量达到共振吸收时吸收晶体的速度，就能够测出光子频率的改变量。 


